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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà. Ýòà çàäà÷à îïèñû-
âàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Ðàç-
ðàáàòûâàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè ïðîöåññîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Äîêàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîñòü íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ
îäíîìåðíîé è òðåõìåðíîé çàäà÷àìè ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà. Íåêîòîðûå èç
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îïèñàíèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü äëÿ
íàáëþäåíèÿ çà ïðîöåññîì ýòîãî íàãðåâà è óïðàâëåíèÿ èì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
íåîáõîäèìîé òåìïåðàòóðû. Ìèêðîâîëíîâûé íàãðåâ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ïðèãîòîâëåíèÿ ïèùè, â ïðîìûøëåííîñòè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Îäíà èç äðóãèõ
âàæíåéøèõ çàäà÷ ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà - ýòî å¼ ìåäèöèíñêîå ïðèìåíåíèå,
êîòîðîå õàðàêòåðíî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â äàííîé ðàáîòå. Â ýòîì ñëó-
÷àå íàãðåâ òêàíåé â îáëàñòè îïóõîëè è, âñëåäñòâèå ýòîãî, óíè÷òîæåíèå çëîêà-
÷åñòâåííûõ êëåòîê, ìîæåò çàìåíèòü õèðóðãè÷åñêóþ îïåðàöèþ ïî óäàëåíèþ
ðàêîâîé îïóõîëè, êîòîðàÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îáëàñòè ùèòîâèäíîé æåëåçû,
â îáëàñòè ë¼ãêèõ è äðóãèõ îðãàíîâ ÷åëîâåêà.
Îäíî èç òàêèõ ïðèëîæåíèé - ãèïåðòåðìèÿ, íàãðåâ òêàíåé îïóõîëè ìèêðîâîë-
íîâûì èçëó÷åíèåì. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá òàêîãî ïðèìåíåíèÿ - êîãäà ðàêîâàÿ
îïóõîëü íàõîäèòñÿ áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå ïàöèåíò ïî-
ìåùàåòñÿ â ñïåöèàëüíóþ óñòàíîâêó, êîòîðàÿ èìååò äî N = 24 èñòî÷íèêîâ
ìèêðîâîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âîêðóã òåëà ïàöèåíòà è äåé-
ñòâóþò íà îäèíàêîâîé ÷àñòîòå. Êà÷åñòâî ïðîöåäóðû ãèïåðòåðìèè èçìåðÿåòñÿ
ñ ïîìîøüþ òåìïåðàòóðû T90, ÷òî îçíà÷àåò òåìïåðàòóðó, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå â 90 ïðîöåíòàõ îáëàñòè îïóõîëè. Ãèïåðòåðìèÿ îáû÷íî ïîä-
ðàçóìåâàåò íàãðåâ òåëà ïàöèåíòà äî òåìïåðàòóðû 41 − 45◦C, äëèòåëüíîñòü
òàêîé ïðîöåäóðû ìîæåò äîñòèãàòü 30-60 ìèíóò.
Àêòóàëüíîñòü òåìû ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî îíà âõîäèëà â ÷èñëî èñ-
ñëåäîâàíèé, ïîääåðæàííûõ Íåìåöêî-Ðîññèéñêèì íàó÷íûì öåíòðîì (G-RISC).
Äèññåðòàíò ïðîõîäèë ñòàæèðîâêó â Ãåðìàíèè â òå÷åíèå ìåñÿöà (Freie
Universitaet Berlin, èþíü 2011 ã.).

Ðàçðàáîòàííîñòü òåìû. Íàëè÷èå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà - âàæíîå ñâîéñòâî, õàðàê-
òåðèçóþùåå ïîâåäåíèå å¼ ðåøåíèÿ. Îíî ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ïî îòíîøåíèþ ê
ïîíÿòèþ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, íî íå ñëåäóåò èç
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íåãî, òàê êàê íå ïðåäïîëàãàåò íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â îòëè÷èå îò
óñòîé÷èâîñòè íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â ðàìêàõ òåîðèè Ëÿïóíî-
âà çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî, êîòîðîå íå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ïîíÿòèÿ
óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè íåêîòîðûõ
ñèñòåì ìåõàíèêè, â ò.÷. èç òåîðèè óïðóãîñòè (Ã.Â. Êàìåíêîâ [2], Í.Õ. Àðóòþ-
íÿí è äð. [1]). Âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå â ñîâðåìåííîé
òðàêòîâêå áûë ðàññìîòðåí äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ðàáîòàõ L. Weiss, E.F. Infante ([6]) è äð., çàòåì ýòî ïîíÿòèå áûëî ðàñøèðåíî
äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ íåò óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
(À.Â. Êàïóñòÿí è äð. [5]).

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íà-
ãðåâà. Äðóãèìè çàäà÷àìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå òåîðèè ïðîöåññîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íàãðåâà äëÿ èçó÷åíèÿ
óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, ðàññìîòðåíèå ýòèõ ñâîéñòâ
äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ
äåìîíñòðàöèè óñòîé÷èâîñòè òàêîãî âèäà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ:
- ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
- ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà ñ ïîìîùüþ ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ â áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
- îïðåäåëåíèå êëàññîâ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàãðåâà,
- ðàññìîòðåíèå è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ
çàäà÷ ñ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà,
- ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è íàãðåâà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì â
MatLab.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
- Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè â îäíîìåðíîé çàäà÷å íàãðåâà ñ ïîìîùüþ îöåíêè íîðìû ðåøåíèÿ â ðàç-
íûõ íîðìàõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿ-
ïóíîâà.
- Äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷å íàãðåâà.
- Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèîííûå ñèñòå-
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ìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè òèïà ãèñòåðåçèñà.
- Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è íàãðåâà, èë-
ëþñòðèðóþùèå ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëü-
òàòû ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàíû. Îíè ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè ðåçóëü-
òàòàìè äëÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â ñëó÷àå îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìîé, ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü òåîðåòè÷åñêèõ
âûâîäîâ äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè, â ÷àñòíîñòè âïåðâûå ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè ðåøåíèé çàäà÷è íàãðåâà, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ýëåìåíòû
òåîðèè ïðîöåññîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ââåäåííûå ýëåìåíòû òåîðèè ïðîöåññîâ ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ïðèêëàäíûå çà-
äà÷è.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà ïðåäñòàâëÿþò
òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ çàäà÷ íàãðåâà, â ÷àñòíîñòè, èí-
äóêöèîííîãî íàãðåâà, êîòîðûé ïðîòåêàåò ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ.
Öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè óñèëèâàåòñÿ ñâÿçüþ äàííîé òåìû ñ ïðàêòèêîé. Ïðèâåäåííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçî-
âàíèè ïðîöåññà ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà òêàíåé áèîìàòåðèàëà ñ öåëüþ ïðåä-
ñêàçàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïðîôèëÿ è óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì íàãðåâà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "The 9th AIMS Conference on Dynamical Systems,
Di�erential Equations and Applications"(Îðëàíäî, Ôëîðèäà, ÑØÀ, 2012), "The
8th International Conference of Di�erential and Functional Di�erential Equations"
(Ìîñêâà, 2017), "Science and Progress"â ðàìêàõ íàó÷íîãî öåíòðà G-RISC
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010, 2015) è íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ïðèêëàäíîé êèáåðíå-
òèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (2010-2014). Êðî-
ìå òîãî, äèññåðòàíòîì áûëè ñäåëàíû äâà äîêëàäà â ðàìêàõ ñòàæèðîâêè â Ñâî-
áîäíîì óíèâåðñèòåòå Áåðëèíà (Freie Universitaet Berlin) íà ñåìèíàðàõ ãðóïïû
ïðîôåññîðà Á. Ôèäëåðà (Ãåðìàíèÿ, Áåðëèí, 2011).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ïÿòè ïå-
÷àòíûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå â òðåõ ñòàòüÿõ. Ñòàòüè [1*, 2*, 3*] îïóáëèêîâàíû
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â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.
Â ðàáîòå [1*] ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè íà
êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â îäíîìåðíîé çàäà÷å ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà,
âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ðàáîòå [2*] âòîðî-
ìó ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷, ïåðâîìó ñîàâòîðó ïðèíàäëåæàò
ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ íàáëþäåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïî àññèìïòî-
òè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó. Â ðàáîòå [3*] âòî-
ðîìó ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷, ïåðâîìó ñîàâòîðó ïðèíàäëå-
æàò ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëîâ
îïåðàòîðîâ. Âñå ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâà ïðè-
íàäëåæàò äèññåðòàíòó.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû (âñåãî 15 ðàçäåëîâ), çàêëþ-
÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 53 íàèìåíîâàíèé. Ðàáîòà èçëîæåíà
íà 88 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîäåðæèò 4 ðèñóíêà.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïðîöåññå ìèêðî-
âîëíîâîãî íàãðåâà. Îïèñûâàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà ìà-
òåðèàëà â ïðîìûøëåííîñòè è â ìåäèöèíå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìå-
äèöèíñêîìó âîïðîñó. Âûâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à), îïèñûâàþùàÿ ìèêðîâîëíîâûé íàãðåâ ìàòåðèàëà. Ýòà ìîäåëü ñâîäèò-
ñÿ ê îäíîìåðíîé ìîäåëè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïðè îïðåäåëåííûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîöåññà, âïåðâûå ïðåäëîæåí-
íîå â ðàáîòå C.M. Dafermos ([4]), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîöèêëà,
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ ïðî-
öåññà.
Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ýëåìåíòû òåîðèè ïðîöåññîâ, ïîíÿòèå
óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ ïðîöåññà è òåîðåìà î
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè.
Ïóñòü (N , ρN ) - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì ïîíÿòèå ïðîöåññà
íà N :

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå ψ : D → N íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì íà N ,
ãäå D = {(t, s, u)|(t, s, u) ∈ R+ × R × N}, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:
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1. ψ0(s, ·) = IN - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà N äëÿ âñåõ s ∈ R.
2.ψt+t

′
(s, u) = ψt(t′ + s, ψt

′
(s, u)) äëÿ âñåõ (s, u) ∈ R×N , t, t′ ∈ R+.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå äëÿ ïðîöåññà:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîöåññ (ψ, (N , ρN )) íàçûâàåòñÿ (α, β, t0, T
′, ρN , p)

-óñòîé÷èâûì, ãäå 0 < α ≤ β, t0 > 0, T ′ ≥ 0 - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, p ∈ N ,
åñëè èç óñëîâèÿ ρN (p, ψ0(s, us)) < α ñëåäóåò, ÷òî ρN (p, ψt(s, us)) < β äëÿ
âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ′), s, us ∈ R×N .

Â ñëó÷àå, åñëè N ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, âìåñòî ïîíÿòèÿ
(α, β, t0, T

′, ρN , p)-óñòîé÷èâîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå (α, β, t0, T
′, ‖·‖N )-

óñòîé÷èâîñòè.
Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â îäíîìåðíîé çàäà÷å íàãðåâà ñ ïîìîùüþ îöåíêè
ðàçíûõ íîðì ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷-
íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â îäíîìåðíîé çàäà÷å íàãðåâà ñ ïîìîùüþ îöåíêè
ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà è òåïëîïðîâîäíîñòè:

wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (1)

θt − θxx = σ(θ)wt
2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (2)

w(0, t) = 0, w(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (3)

θ(0, t) = θ(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (4)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1), (5)

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ (0, 1), (6)

ãäå θ - òåìïåðàòóðà, w - èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò íåíóëåâîé êîìïîíåíòû ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ, σ - ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò òåìïå-
ðàòóðû, T > 0, θ0, w0, w1 - çàäàííûå ôóíêöèè.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå v(x, t) := wt(x, t). Òîãäà çàäà÷à (1)− (6) èìååò ñëà-
áîå ðåøåíèå (w(x, t), v(x, t), θ(x, t)) â ïðîñòðàíñòâå Z := (C([0, T ];L2(0, 1)))2×
(L2(0, T ;H1(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1))) ([6]). Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî Y := H1

0(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1) ñ íîðìîé

‖(w, v, θ)‖2
Y = ‖wx‖2

L2(0,1) + ‖v‖2
L2(0,1) + ‖θ‖2

L2(0,1), (7)
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ãäå (w, v, θ) ∈ Y . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = y(t, t0, y0) = (w(·, t), v(·, t), θ(·, t))
êàê ðåøåíèå çàäà÷è (1) − (6) â ïðîñòðàíñòâå Y ñ íîðìîé (7), ãäå âìåñòî íà-
÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè 0 áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíîå 0 ≤ t0 < T òàêîå, ÷òî
y(t0, t0, y0) = (w0, w1, θ0), ãäå w(·, t), v(·, t), θ(·, t) ∈ Y è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
(1)− (6) â ñëàáîì ñìûñëå.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû âî âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, â îáîçíà÷åíèè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë H, îí áóäåò çàìåí¼í
íà H, ÷òîáû îòäåëèòü èõ îò íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû (1)− (6), êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ â äàííîì ðàç-
äåëå:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü J := [t0, t0 + T ′) ⊂ (0, T ) - âðåìåííîé èíòåðâàë, 0 <

α ≤ β - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå
ôóíêöèîíàë Φ : Y → R è èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g : J → R òàêèå, ÷òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû:

d

dt
Φ(y(t)) < g(t) (8)

äëÿ ï.â. t ∈ J , è ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé y(·) ∈ Z, òàêèõ, ÷òî α ≤ ‖y(t)‖Y ≤
β; ∫ t

s

g(τ)dτ ≤ min
y∈Y :‖y‖Y =β

Φ(y)− max
y∈Y :‖y‖Y =α

Φ(y) (9)

äëÿ ëþáûõ s, t ∈ J, s < t.
Òîãäà çàäà÷à (1)− (6) áóäåò (α, β, t0, T

′, ‖ · ‖Y )-óñòîé÷èâà.

Äëÿ çàäà÷è (1) − (6) îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèîíàëà Φ è
ôóíêöèè g, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1.

Â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷å íàãðåâà.

Ïóñòü Ω ⊂ R3 - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé è îäíîñâÿçíîé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Et + σ(θ)E = ∇×H, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (10)

Ht +∇× E = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (11)

θt −4θ = σ(θ)|E|2, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), (12)

ν × E(x, t) = 0, θ(x, t) = 0, x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), (13)
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θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω, (14)

E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x), x ∈ Ω, (15)

ãäå θ - òåìïåðàòóðà, E - íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, H - íàïðÿæåí-
íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, σ - ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû, θ0, H0, E0, σ - çàäàííûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Y = H0(rot,Ω) × H(rot,Ω) ∩ H0(div 0,Ω) ×
H1

0(Ω) ñ íîðìîé

‖(E,H, θ)‖2
Y = ‖E‖L2(Ω)

3 + ‖H‖L2(Ω)
3 + ‖θ‖L2(Ω), (16)

ãäå (E,H, θ) ∈ Y . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = y(t, t0, y0) =

= (E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) êàê ðåøåíèå çàäà÷è (10) − (15) ñ íîðìîé (16), ãäå
âìåñòî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå t0 ≥ 0,
ãäå (E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) ∈ Y è óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (10)− (15) â ñëàáîì
ñìûñëå. Òîãäà îòíîñèòåëüíî äàííîãî y ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è ìîæíî ïîíèìàòü êàê â îïðåäå-
ëåíèè 2.

Ââîäèì ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà Φ(y) â âèäå

Φ(y(t)) = Φ(E,H, θ) =
1

2

∫ 1

0

(‖E‖2 + ‖H‖2 + aθ2)dx, (17)

ãäå (E,H, θ) ∈ Y , a - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà âàðüèðóåìàÿ ôóíêöèÿ

g(t) ≡ −c
2
α, t ∈ [0, T ′) (18)

ãäå
c := min{1, 2c2, c3} (19)

c c2 := 1 − 2
κ, c3 := −δ(σ12κ + 1), α - ïàðàìåòð èç îïðåäåëåíèÿ 2. Ïðè ýòîì

κ > 0 è δ - òàêèå ïàðàìåòðû, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ c2 > 0 è c3 > 0.
Òîãäà ôóíêöèÿ Φ(y) èç (17) è g(t) èç (18) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû
1 c t0 = 0, ÷òî îáåñïå÷èò óñòîé÷èâîñòü íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
äëÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è íàãðåâà (10)-(15).

Â ðàçäåëå 2.5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîìåð-
íîé çàäà÷è ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì â MatLab
è îïèñûâàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ ãðàôèêîâ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ãðàôèêè
ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2.



10

Ðèñ. 1. Êîìïîíåíòà w(x, t) ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (10)− (15)

Ðèñ. 2. Êîìïîíåíòà θ(x, t) ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (10)− (15)

Â òðåòüåé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà, óñòîé÷è-
âîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåñ-
ñà, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ òåîðåìû, îïèñûâàþùèå ýòè ñâîéñòâà.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ýëåìåíòû òåîðèè ëîêàëüíûõ ìíî-
ãîçíà÷íûõ ïðîöåññîâ, ïîíÿòèå äâèæåíèÿ è ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà
äëÿ ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà.

Ïóñòü (N , ρN ) - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, 2N - ìíîæåñòâî âñåõ
íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ N . Ââåä¼ì ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðî-
öåññà íà N àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [5].

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå ψ : D→ 2N íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìíîãî-
çíà÷íûì ïðîöåññîì íà N , ãäå D = {(t, s, u)|(s, u) ∈ R × N , t ∈ [0, b(s, u))},
ãäå [0, b(s, u)) - ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé ïðîìåæóòîê ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðà-
æåíèÿ ψt, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. ψ0(s, ·) = IN - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà N äëÿ âñåõ s ∈ R.
2.ψt+t

′
(s, u) ⊂ ψt(t′ + s, ψt

′
(s, u)) äëÿ âñåõ (s, u) ∈ R×N ,∀t′ ∈ [0, b(s, u)),

∀t ∈ [0, b(t′, ψt
′
(s, u))), t+ t′ < b(s, u).

Òàêîé ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè
ψt+t

′
(s, u) = ψt(t′, ψt

′
(s, u)).

Îáîçíà÷èì J (s, us) = {t ∈ R|t ∈ [0, b(s, us))}, (s, us) ∈ R×N .

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü (ψ, (N , ρN )) - ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ.
Çàôèêñèðóåì (s, us) - òî÷êà â R×N . Ñåìåéñòâî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

D(s, us) := {t ∈ J (s, us)→ u(t) ∈ N},
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íàçîâ¼ì äâèæåíèåì ψ, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ â (s, us), åñëè u(t) ∈ ψt(s, u(s)),
∀t ∈ J (s, us) è u(s) = us. Êàæäîå òàêîå îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàçîâ¼ì
ðåàëèçàöèåé äâèæåíèÿ D(s, us).

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà äëÿ ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî
ïðîöåññà:

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü (ψ, (N , ρN )) - ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ.
Îòîáðàæåíèå

Φ : R×N → R

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà äëÿ ýòîãî ïðîöåññà, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

Φ(t, ·) : N → R, t ∈ R

íåïðåðûâíî;
(ii) Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ R

Φ̇(t, u) := lims→0+ sup 1
s [Φ(t+ s, ψs(t, u))− Φ(t, u)],

ãäå t ∈ R è u ∈ N .

Â ðàçäåëå 3.2 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè è ïîíÿòèå íåóñòîé÷èâî-
ñòè äëÿ ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, à òàê æå äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ
ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà:

Îïðåäåëåíèå 6. Ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ (ψ, (N , ρN )) íàçûâàåò-
ñÿ (α, β, t0, T

′, ρN , p)-óñòîé÷èâûì, ãäå 0 < α ≤ β, t0 > 0, T ′ ≥ 0 - ïðîèçâîëü-
íûå ÷èñëà, p ∈ N , åñëè äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè u(·) ïðîèçâîëüíîãî äâèæå-
íèÿ D(s, us) = {t ∈ J (s, us) → u(t) ∈ N}, s ≤ t0, t0 + T ′ ≤ b(s, us), us ∈ N ,
u(·) ∈ D(s, us) ýòîãî ïðîöåññà èç óñëîâèÿ ρN (p, ut0) < α, ut0 = u(t0) ñëåäóåò,
÷òî ρN (p, u(t)) < β äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ′).

Ââåä¼ì ïîíÿòèå íåóñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëÿ
ëîêàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà:
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Îïðåäåëåíèå 7. Ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ (ψ, (N , ρN )) íàçûâàåò-
ñÿ (α, β, t0, T

′, ρN , p)-íåóñòîé÷èâûì, ãäå 0 < α ≤ β, t0 > 0, T ′ ≥ 0 - ïðî-
èçâîëüíûå ÷èñëà, p ∈ N , åñëè ñóùåñòâóåò äâèæåíèå D(s, us), s ≤ t0, t0 +

T ′ ≤ b(s, us), us ∈ N ýòîãî ïðîöåññà òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò åãî ðåàëèçàöèÿ
u(·) ∈ D(s, us), ρN (p, ut0) < α, ut0 = u(t0) è ìîìåíò âðåìåíè t1 ∈ (t0, t0 +T ′)

òàêèå, ÷òî ρN (p, u(t1)) = β.

Ïðèâåäåì òåîðåìó î óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ëîêàëüíîãî
ìíîãîçíà÷íîãî ïðîöåññà:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (ψ, (N , ρN )) - ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ, J :=

[t0, t0 + T ′) ⊂ J (s, us) - âðåìåííîé èíòåðâàë, 0 < α ≤ β, s > 0 - ïîëî-
æèòåëüíûå ÷èñëà, us ∈ N , p ∈ N , è ñóùåñòâóþò ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà
Φ : J×N → R â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (5) è èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g : J → R
òàêèå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû:

Φ̇(t, u(t)) < g(t) (20)

äëÿ t ∈ J , è ïðîèçâîëüíûõ îòîáðàæåíèé u(t) ∈ C(t0, t0 + T ′;N ) òàêèõ, ÷òî
α ≤ ρN (p, u(t)) ≤ β äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;

∫ t

s

g(s)ds ≤ min
u∈N :ρN (p,u)=β

Φ(t, u(t))− max
u∈N :ρN (p,u)=α

Φ(s, u(s)) (21)

äëÿ ëþáûõ s, t ∈ J, s < t.
Òîãäà ëîêàëüíûé ìíîãîçíà÷íûé ïðîöåññ (ψ, (N , ρN )) áóäåò

(α, β, t0, T
′, ρN , p)-óñòîé÷èâûì.

Â ðàçäåëå 3.3 ïîêàçûâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëü-
íûõ ìíîãîçíà÷íûõ ïðîöåññîâ äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è íàãðåâà ñ îïåðàòîðîì
ýíòàëüïèè.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ýâîëþöèîííîãî âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà.

Â ðàçäåëå 4.1 îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà òàêîãî ýâîëþöèîííîãî âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Y0 - âåùåñòâåííîå ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (·, ·)0 è ‖ · ‖0 - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðåäïîëîãàåòñÿ òàê æå, ÷òî A : D(A) ⊂ Y0 → Y0 - çàìêíóòûé
íåîãðàíè÷åííûé ïëîòíî îïðåäåëåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Y1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê D(A) è ñíàáæàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y, η)1 := ((βI − A)y, (βI − A)η)0 , y, η ∈ D(A) , (22)
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ãäå β ∈ ρ(A)∩R - ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ (ρ(A) - ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A).

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Y−1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Y0 îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖y‖−1 := ‖(βI − A)−1y‖0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ìû èìååì ïëîòíûå è íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Y1 ⊂ Y0 ⊂ Y−1. (23)

Ñêîáêà äâîéñòâåííîñòè (·, ·)−1,1 íà Y−1 × Y1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì ïðî-
äîëæåíèåì ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëîâ (·, y)0 ñ y ∈ Y1 íà Y−1. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà T > 0 îïðåäåëèì íîðìó äëÿ èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó
ôóíêöèé èç L2(0, T ;Yj), j = 1, 0,−1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

‖y‖2,j :=

( T∫
0

‖y(t)‖2
j dt

)1/2

. (24)

Â äàëüíåéøåì òàêàÿ òðîéêà ïðîñòðàíñòâ Y1 ⊂ Y0 ⊂ Y−1 íàçûâàåòñÿ ãèëüáåð-
òîâîé.

Ïóñòü WT - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y(·) ∈ L2(0, T ;Y1), äëÿ êîòîðûõ
ẏ(·) ∈ L2(0, T ;Y−1), ñíàáæåííîå íîðìîé

‖y(·)‖WT
:=
(
‖y(·)‖2

2,1 + ‖ẏ(·)‖2
2,−1

)1/2
. (25)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ξ è Z - äâà äðóãèõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà ñî
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (·, ·)Ξ, (·, ·)Z è íîðìàìè ‖ · ‖Ξ, ‖ · ‖Z , ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Âìåñòå ñ âûøå ââåäåííûì îïåðàòîðîì A : Y1 → Y−1 ðàññìàòðèâàþòñÿ
ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû B : Ξ→ Y−1 , C : Y1 → Z, ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå φ : R+ × Z → 2Ξ è îòîáðàæåíèå ψcont : Y1 → R+ . Îòíîñèòåëüíî
φ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ, ψcont - âûïóêëàÿ,
ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, ψcont 6≡ +∞. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå
âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî ñ ìíîãîçíà÷íîé íåëèíåéíîñòüþ â âèäå

(ẏ − Ay −Bξ, η − y)−1,1 + ψcont(η)− ψcont(y) ≥ 0 , ∀ η ∈ Y1 , (26)

z(t) = Cy(t) , ξ(t) ∈ φ(t, z(t)) , y(0) = y0 ∈ Y0 . (27)

Ââåä¼ì äðóãîå ïîíÿòèå ïðîöåññîâ èç òåîðèè óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ
â ðàáîòå Ëèõòàðíèêîâà À.Ë., ßêóáîâè÷à Â.À. ([3]).
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Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèÿ y(·) ∈ WT ∩ C(0, T ;Y0) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (26), (27) íà ïðîìåæóòêå (0, T ), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ξ(·) ∈
L2(0, T ; Ξ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) ñîîòíîøåíèÿ (26), (27)

âûïîëíåíû è
∫ T

0 ψcont(y(t))dt < +∞. Ïàðà {ξ(·), y(·)} íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì.
Ôóíêöèÿ ξ(·) íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðîì îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ y(·).

Â ðàçäåëå 4.2 äîêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå ÷àñòîòíûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå äëÿ âàðèàöèîííî-
ãî íåðàâåíñòâà:

Îïðåäåëåíèå 9. Íåðàâåíñòâî (26), (27) íàçûâàåòñÿ (α, β, t0, T )-óñòîé÷èâûì,
åñëè äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ y(·) èç íåðàâåíñòâà ‖y(t0)‖0 < α âûòåêàåò, ÷òî
‖y(t)‖0 < β äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü J := [t0, t0 + T ) - âðåìåííîé èíòåðâàë è ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë Φ : J ×Y0 → R è èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g : J →
R òàêèå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû:

Φ(t, y(t))− Φ(s, y(s)) <

∫ t

s

g(τ)dτ (28)

äëÿ âñåõ s, t ∈ J, s < t, è ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé y(·) ∈ WT ∩ C(0, T ;Y0)

òàêèõ, ÷òî α ≤ ‖y(t)‖0 ≤ β äëÿ âñåõ t ∈ J ;∫ t

s

g(τ)dτ ≤ min
y∈Y0:‖y‖0=β

Φ(t, y)− max
y∈Y0:‖y‖0=α

Φ(s, y) (29)

äëÿ âñåõ s, t ∈ J, s < t.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (26), (27) (α, β, t0, T )-óñòîé÷èâî.

Ðàçäåë 4.3 ïîñâÿùåí ïðîãíîçèðîâàíèþ ïîòåðè (α, β, t0, T )-óñòîé÷èâîñòè.
Â ðàçäåëå 4.4 èññëåäóþòñÿ ýâîëþöèîííûå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ

íåëèíåéíîñòÿìè òèïà ãèñòåðåçèñà.
Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî ñ îïåðàòîðîì ãè-

ñòåðåçèñà â êà÷åñòâå íåëèíåéíîñòè â âèäå

(ẏ − Ay −Bξ, η − y)−1,1 + ψcont(η)− ψcont(y) ≥ 0 , ∀ η ∈ Y1 , (30)

z(t) = Cy(t) , ξ(t) = φ(z, ξ0)(t) , y(0) = y0 ∈ Y0, ξ0 ∈ E(z(0)) (31)
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ãäå A,B,C - òàêèå æå, êàê â ñèñòåìå (26)-(27), ïðîñòðàíñòâà Ξ, Z, Y−1, Y0, Y1

- òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Çäåñü φ - ñèëüíî íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ãèñòåðåçèñà:

φ : D(φ) ⊂ W 1,2(0, T ;Z)× Ξ→ W 1,2(0, T ; Ξ), (32)

ãäå W 1,2(0, T ;Z) è W 1,2(0, T ; Ξ) - ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ôóíêöèé íà ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè (0, T ) ñî çíà÷åíèÿìè â Z èëè Ξ ñîîòâåòñòâåííî. Â êîíöå
ðàçäåëà 4.3 â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à
íàãðåâà ñòåðæíÿ, äëÿ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ âûïîëíåíèå ÷àñòîòíîãî óñëîâèÿ.

Â ðàçäåëå 4.5 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè
ýâîëþöèîííûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ íåëèíåéíîñòÿìè òèïà ãèñòåðåçèñà
è îïåðàòîðàìè âûõîäà âèäà

(ẏ − Ay −Bξ, η − y)−1,1 + ψcont(η)− ψcont(y) ≥ 0 , ∀ η ∈ Y1 , (33)

z(t) = Cy(t) , ξ(t) ∈ φ(z, ξ0)(t) , y(0) = y0 ∈ Y0, ξ(0) = ξ0 ∈ φ(t, z(t)) . (34)

r(t) = Dy(t) + Eξ(t), (35)

ãäå îïåðàòîðû A,B,C, ïðîñòðàíñòâà Ξ, Z, Y−1, Y0, Y1 - òàêèå æå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, R - äðóãîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖R. Â ÷àñò-
íîñòè, èìååì A ∈ L(Y0, Y−1), B ∈ L(Ξ, Y−1), C ∈ L(Y−1, Z), D ∈ L(Y1, R)

è E ∈ L(Ξ, R). Âåëè÷èíà r(t) íàçûâàåòñÿ âûõîäîì ñèñòåìû. Îòíîñèòåëüíî
òàêîãî âûõîäà r(t) äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè.

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Ïîëó-
÷åííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî óñòîé÷èâîñòè íà êîíå÷íîì ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü áîëåå ýôôåêòèâíî ïðîöåññû íàãðåâà â
ìåäèöèíå è ïðîìûøëåííîñòè.
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