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Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Анализ асимптотики спектра

краевых задач с сингулярным весом — классическая задача, изучение кото­
рой ведется с середины прошлого века и восходит к работам М. Г. Крейна
(см. напр. [8]), в которых для распределения собственных значений задачи

− 𝑦′′ = 𝜆𝜇𝑦, 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0, (1)

в случае неотрицательной весовой меры 𝜇 была получена формула

lim
𝑛→∞

𝑛√
𝜆𝑛

=
1

𝜋

1∫︁
0

√︀
𝑃 ′
𝑎𝑐 𝑑𝑥, (2)

где 𝑃𝑎𝑐 — абсолютно непрерывная составляющая первообразной меры 𝜇.
В случае чисто сингулярной меры 𝜇 из соотношения (2) следует, что

считающая функция 𝑁(𝜆) = #{𝑛 : 𝜆𝑛 < 𝜆} собственных значений задачи (1)
допускает оценку 𝑜(

√
𝜆) вместо обычной асимптотики 𝑁(𝜆) ∼ 𝐶

√
𝜆 в случае

меры, содержащей абсолютно непрерывную составляющую.
В [1] получены похожие результаты для операторов произвольного чет­

ного порядка в многомерном случае и лучшие оценки сверху на считающую
функцию собственных значений для некоторых специальных классов мер.

В последние 20 лет наблюдается новый интерес к этим задачам, а так­
же к близким задачам о спектре краевых задач с сингулярным потенциалом.
В работах [7] и др. рассматривается случай индефинитного самоподобного
веса в задаче Штурма-Лиувилля. В этом случае для положительной и отри­
цательной составляющей спектра имеет место асимптотика, аналогичная (3),
однако показатель 𝐷 ∈ (0,1). В работе [9] асимптотика (3) обобщается на
случай дифференциального оператора произвольного четного порядка. Кро­
ме того, показано, что функция 𝑠 в этой асимптотике является непрерывной.
В работах [5] (для уравнения Штурма-Лиувилля) и [18; 4] (для уравнения
произвольного четного порядка) рассматривается случай дискретного само­
подобного веса. В этом случае собственные числа растут экспоненциально.
В работе [11] для уравнения Штурма-Лиувилля рассматриваются самопо­
добные веса из пространства мультипликаторов в пространствах Соболева.
Во многих работах рассматривается задача Штурма-Лиувилля с потенциала­
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ми из пространств Соболева, в том числе с потенциалами-распределениями
(см. [10] и упомянутую там литературу). Операторы Крейна-Феллера, являю­
щиеся обобщением весовых операторов Штурма-Лиувилля, рассматриваются
в серии работ (см. [13] и ссылки в ней, а также [2]) в случае, когда хотя бы
одна из входящих в определение оператора мер является самоподобной.

Степень разработанности темы исследования. Точный степен­
ной порядок 𝐷 роста считающей функции 𝑁(𝜆) для задачи (1) в случае
сингулярной самоподобной меры 𝜇 был установлен в [14].

В работах [20] и [16] был выделен главный член спектральной асимпто­
тики в случае сингулярной самоподобной меры 𝜇, и показано, что считающая
функция собственных значений задачи (1) имеет асимптотику

𝑁(𝜆) = 𝜆𝐷 ·
(︀
𝑠(ln𝜆) + 𝑜(1)

)︀
, 𝜆→ +∞, (3)

где 𝑠— некоторая ограниченная и отделенная от нуля 𝑇 -периодическая функ­
ция, а степенной показатель 𝐷 ∈ (0,12). Как функция 𝑠 (в частности, период
𝑇 ), так и показатель𝐷 определяются параметрами самоподобия веса 𝜇. В слу­
чае неарифметического самоподобия (см. Определение 1 ниже) канторовой
лестницы — первообразной меры 𝜇 — функция 𝑠 вырождается в константу.

В работе [9] сформулирована следующая гипотеза.

Гипотеза 1. Функция 𝑠 в (3) является непостоянной для произвольного
неравномерного веса 𝜇 с арифметически самоподобной первообразной.

В работе [7] при помощи компьютерных вычислений доказано, что
функция 𝑠 действительно не может являться постоянной в том простейшем
случае, когда первообразная веса 𝜇 — классическая канторова лестница.

В работе [6] гипотеза 1 была подтверждена для т.н. “ровных” лестниц.
Для таких лестниц была доказана следующая характеризационная теорема.

Теорема A. Коэффициент 𝑠 из асимптотики (3) допускает представление

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] 𝑠(𝑡) = 𝑒−𝐷𝑡 𝜎(𝑡), (4)

где 𝜎— некоторая чисто сингулярная неубывающая функция (т.е. ее обоб­
щенная производная есть мера, сингулярная относительно меры Лебега).
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Отсюда утверждение 𝑠(𝑡) ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 следует немедленно. Этот результат
позднее был обобщен в работе [3] на случай уравнения четвертого порядка.

Цели и задачи. В главах 1 и 2 данной диссертации доказывается
формула (4) из теоремы A и, следовательно, подтверждается гипотеза 1 для
более широкого класса лестниц.

Заметим, что асимптотика (3) является частным случаем почти регу­
лярной спектральной асимптотики

𝑁(𝜆) ∼ 𝜆𝐷𝜙(𝜆)𝑠(ln𝜆), 𝜆→ +∞,

где 𝐷 ∈ (0,1), 𝜙 — медленно меняющаяся, а 𝑠 — 𝑇 -периодическая функция.
В главе 3 рассматривается асимптотика спектра тензорного произведе­

ния компактных операторов с почти регулярной спектральной асимптотикой.
Научная новизна. Выносимые на защиту положения являются но­

выми и получены автором самостоятельно.
Теоретическая и практическая значимость работы. Работа но­

сит теоретический характер. Известные приложения результатов данной дис­
сертации встречаются в задачах, касающихся асимптотик квантования слу­
чайных величин и векторов (см. например [17]), сложности в среднем линей­
ных задач, то есть задач приближения непрерывного линейного оператора
(см. например [19]), а также в рамках интенсивно развивающейся теории ма­
лых уклонений случайных процессов, а именно, для малых уклонений гаус­
совских случайных процессов в 𝐿2-норме (см. например [15]).

Методология и методы исследования. При доказательстве основ­
ных результатов данной диссертации были использованы: классические мето­
ды спектральной теории операторов в гильбертовых пространствах; асимп­
тотические методы; методы анализа асимптотики спектра тензорного про­
изведения операторов, разработанные в [15]; методы анализа асимптотики
спектра, основанные на связи между спектрами задач на отрезке и его подот­
резках, в том числе свойство спектральной периодичности и специально вве­
денное в данной работе свойство спектральной квазипериодичности; свертка
Меллина, а также введенная в данной работе обобщающая ее почти мелли­
новская свертка и ее свойства.
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Положения, выносимые на защиту.
1. В случае резонанса 1:1:...:1 доказана спектральная квазипериодич­

ность для задачи Робена, обобщающая свойство спектральной пери­
одичности, выполненное в случае “ровной” лестницы.

2. В случае общего резонанса доказаны теоремы, описывающие связь
между спектрами задачи на отрезке и подотрезках, содержащих
носитель меры.

3. Теорема A доказана для лестниц с ненулевыми промежуточными
интервалами в случаях резонанса 1:1:...:1 и общего резонанса.

4. Исследованы асимптотические свойства почти меллиновской сверт­
ки, обобщающей свертку Меллина на случай функций с периодиче­
ской компонентой.

5. Получен главный член спектральной асимптотики тензорного про­
изведения компактных операторов с почти регулярной спектраль­
ной асимптотикой для всех возможных комбинаций параметров
маргинальных асимптотик.

Степень достоверности и апробация результатов. Все результа­
ты снабжены подробными доказательствами, опубликованы в ведущих науч­
ных изданиях и докладывались на следующих семинарах и конференциях:

– Cеминар им. В.И. Смирнова по математической физике в Санкт-Петербургском
отделении математического института им. В.А.Стеклова РАН (Санкт-Петер­
бург, 2014, 2017, рук: Н. Н. Уральцева, А. И. Назаров, Т. А. Суслина).

– Seminar at the Institute of Stochastics and Applications, University of Stuttgart
(Штутгарт, Германия, 2016, 2017, рук: U. R. Frieberg).

– Семинар «Операторные модели в математической физике» лаборатории опера­
торных моделей и спектрального анализа механико-математического факульте­
та МГУ им. М.В. Ломоносова (Москва, 2017, рук: А. А. Шкаликов).

– Конференция «Спектральная теория и дифференциальные уравнения», посвя­
щённая столетию Б. М. Левитана (Москва, 2014).

– 6th St.Petersburg Conference in Spectral Theory dedicated to the memory of
M.Sh.Birman (СПб, 2014).

– Конференция Days on Diffraction (СПб, 2016).
– 8th St.Petersburg Conference in Spectral Theory dedicated to the memory of

M.Sh.Birman (СПб, 2016).
– 26th St.Petersburg Summer Meeting In Mathematical Analysis (СПб, 2017).
– Symposium on Probability Theory and Random Processes (СПб, 2017).

Публикации. Результаты данной диссертации опубликованы в рабо­
тах [21—23], [24—27]. Работы [23] и [21] опубликованы в журналах из переч­
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ня ВАК. Работа [22] опубликована в издании, удовлетворяющем достаточно­
му условию включения в перечень ВАК (переводная версия этого издания
“Journal of Mathematical Sciences” входит в систему цитирования Scopus).

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, че­
тырёх глав, содержащих 13 параграфов, заключения и списка литературы.
Полный объём диссертации составляет 88 страниц с 1 рисунком. Список ли­
тературы содержит 75 наименований.

Работа поддержана совместным грантом СПбГУ и DFG 6.65.37.2017 и
грантом РФФИ 16-01-00258а.

Содержание работы
Во введении обосновывается актуальность темы исследований, при­

водится обзор научной литературы по изучаемой проблеме, формулируется
цель, ставятся задачи, кратко сформулированы результаты работы и их прак­
тическая значимость.

В главе 0 изложены определения основных объектов исследования,
их свойства, а также некоторые вспомогательные утверждения, не принадле­
жащие автору, со ссылками на первоисточники. В числе прочего, в главе 0
изложены следующие определения.

Пусть 𝑚 > 2, {𝐼𝑖 = [𝑎𝑖,𝑏𝑖]}𝑚𝑖=1 — подотрезки [0,1], не пересекающиеся
по внутренности, 𝑏𝑗 6 𝑎𝑗+1, {𝜌𝑖}𝑚𝑖=1 — набор положительных чисел, таких что
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜌𝑖 = 1, {𝑒𝑖}𝑚𝑖=1 — булевские величины. Определим семейство аффинных

преобразований

𝑆𝑖(𝑡) =

{︃
𝑎𝑖 + (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) 𝑡, 𝑒𝑖 = 0,

𝑏𝑖 − (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) 𝑡, 𝑒𝑖 = 1,

сжимающих [0,1] на 𝐼𝑖 и меняющих ориентацию, если 𝑒𝑖 = 1.
Определим оператор 𝒮, действующий в 𝐿∞[0,1] следующим образом:

𝒮(𝑓) =
𝑚∑︁
𝑖=1

(︀
𝜒𝐼𝑖(𝑒𝑖 + (−1)𝑒𝑖𝑓 ∘ 𝑆−1

𝑖 ) + 𝜒{𝑥>𝑏𝑖}
)︀
𝜌𝑖.

Оператор 𝒮 сжимает график 𝑓 на отрезки 𝐼𝑖 и продолжает функцию констан­
тами на промежуточных интервалах.
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Предложение 1. ([12, Лемма 2.1]) Оператор 𝒮 — сжатие в 𝐿∞[0,1].

Отсюда по теореме Банаха о неподвижной точке существует (един­
ственная) функция C ∈ 𝐿∞[0,1] такая, что 𝒮(C ) = C .

Функция C (𝑡) называется обобщенной канторовой лестницей с 𝑚

ступеньками. Ее можно искать как равномерный предел последовательно­
сти 𝒮𝑘(𝑓) для 𝑓(𝑡) ≡ 𝑡, что позволяет считать ее непрерывной и монотонной,
причем C (0) = 0, C (1) = 1. Обобщенная производная функции C (𝑡) — син­
гулярная мера 𝜇 без атомов, самоподобная по Хатчинсону, т.е. для любого
измеримого множества 𝐸 удовлетворяющая соотношению

𝜇(𝐸) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜌𝑖 · 𝜇(𝑆−1
𝑖 (𝐸 ∩ 𝐼𝑖)).

Замечание 1. Не умаляя общности, можно считать, что 𝑎1 = 0, 𝑏𝑚 = 1.

Определение 1. Самоподобие будем называть арифметическим, если лога­
рифмы величин 𝜌𝑖(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) соизмеримы. Иначе говоря,

𝜌𝑖(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) = 𝜏 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

для некоторой постоянной 𝜏 и 𝑘𝑖 ∈ N, таких, что НОД(𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚) = 1.
Будем говорить, что имеет место резонанс 𝑘1:𝑘2:. . . :𝑘𝑚.

В противном случае самоподобие называется неарифметическим.

Будем называть обобщенную канторову лестницу ровной, если

𝜌𝑖 = 𝜌1 =
1

𝑚
, 𝑏𝑖−𝑎𝑖 = 𝑏1−𝑎1, 𝑎𝑖−𝑏𝑖−1 = 𝑎2−𝑏1 > 0, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚. (5)

Именно такой класс лестниц рассмотрен в работе [6].
В главе 1 формула (4) из теоремы A доказывается для арифметиче­

ски самоподобных лестниц в случае резонанса 1 : 1 : . . . : 1 с ненулевыми
промежуточными интервалами:

𝑎𝑖 − 𝑏𝑖−1 > 0, 𝑘𝑖 = 𝑘1 = 1, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚. (6)

Заметим, что в доказательстве теоремы A для “ровных” лестниц важ­
ную роль играет спектральная периодичность для задач Неймана и Робена.
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Для рассматриваемого в данной главе класса мер спектральная периодич­
ность имеет место для задачи Неймана. Для задачи же Робена доказывается
более слабое свойство спектральной квазипериодичности.

Основные результаты главы 1 следующие:

Теорема 1. (Спектральная периодичность для задачи Неймана)
Пусть самоподобная мера 𝜇 удовлетворяет условиям (6), и {𝜆𝑛}∞𝑛=0 — по­
следовательность занумерованных в порядке возрастания собственных зна­
чений задачи (1). Тогда при всех 𝑛 ∈ N выполняется равенство

𝜏𝜆𝑚𝑛 = 𝜆𝑛, (7)

где 𝜏 введена в определении 1.

Теорема 2. (спектральная квазипериодичность для задачи Робена)
Пусть самоподобная мера 𝜇 удовлетворяет условиям (6). Пусть {𝜇(1)𝑛 }∞𝑛=0 —
занумерованные в порядке возрастания собственные значения задачи

− 𝑦′′ = 𝜆𝜇𝑦, 𝑦′(0)− 𝛾(1)𝑦(0) = 𝑦′(1) + 𝛾(1)𝑦(1) = 0,

а {𝜇(2)𝑛 }∞𝑛=0 — собственные значения задачи

− 𝑦′′ = 𝜆𝜇𝑦, 𝑦′(0)− 𝛾(2)𝑦(0) = 𝑦′(1) + 𝛾(2)𝑦(1) = 0.

Тогда существуют значения 𝛾(1), 𝛾(2) > 0, определяемые параметрами само­
подобия, такие что при всех 𝑛 ∈ N выполняется неравенство

𝜏𝜇
(2)
𝑚(𝑛+1)−1 6 𝜇(1)𝑛 .

Теорема 3. Пусть самоподобная мера 𝜇 удовлетворяет условиям (6). Тогда
коэффициент 𝑠 из асимптотики (3) допускает представление

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] 𝑠(𝑡) = 𝑒−𝐷𝑡 𝜎(𝑡),

где 𝜎— некоторая чисто сингулярная неубывающая функция.
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В главе 2 формула (4) доказывается для случая общего резонанса, то
есть для арифметически самоподобных мер с единственным ограничением:

𝑎𝑖 − 𝑏𝑖−1 > 0, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚. (8)

Для таких мер в общем случае не выполняется свойство спектральной квази­
периодичности, поэтому схема доказательства существенно меняется.

Обозначим через 𝜆𝑛([𝑎,𝑏]), 𝑛 > 0, собственные числа задачи Неймана

− 𝑦′′ = 𝜆𝜇𝑦, 𝑦′(𝑎) = 𝑦′(𝑏) = 0,

а через 𝑁(𝜆, [𝑎,𝑏]) = #{𝑛 : 𝜆𝑛([𝑎,𝑏]) < 𝜆} их считающую функцию.
Следующие утверждения позволяют связать спектр задачи на отрезке

со спектрами задач на подотрезках, содержащих носитель меры.

Теорема 4. Пусть 𝐽1 = [𝑐1, 𝑑1], 𝐽2 = [𝑐2, 𝑑2] — подотрезки [0,1], и пусть
𝑐2 − 𝑑1 > 0, а 𝜇|[𝑑1,𝑐2] ≡ 0. Обозначим 𝐽 := [𝑐1, 𝑑2]. Тогда функция

𝐹 (𝜆) := 𝑁(𝜆, 𝐽)−𝑁(𝜆, 𝐽1)−𝑁(𝜆, 𝐽2) (9)

имеет разрывы в точках 𝜆𝑛(𝐽), 𝜆𝑛(𝐽1), 𝜆𝑛(𝐽2). При этом элементы наборов
{𝜆𝑛(𝐽)}∞𝑛=0 и {𝜆𝑛(𝐽1)}∞𝑛=0 ∪ {𝜆𝑛(𝐽2)}∞𝑛=0 нестрого чередуются начиная с эле­
мента второго набора. Более того, в точках из {𝜆𝑛(𝐽1)}∞𝑛=0 ∪ {𝜆𝑛(𝐽2)}∞𝑛=0

функция 𝐹 меняет значение с 0 на −1, а в точках из {𝜆𝑛(𝐽)}∞𝑛=0, не содер­
жащихся в {𝜆𝑛(𝐽1)}∞𝑛=0 ∪ {𝜆𝑛(𝐽2)}∞𝑛=0, меняет значение с −1 на 0.

Теорема 5. Пусть выполнены условия Теоремы 4, и пусть 𝑐2 − 𝑑1 > 0.
Обозначим за {𝜇𝑛(𝐽)}∞𝑛=0 элементы набора {𝜆𝑛(𝐽1)}∞𝑛=0 ∪ {𝜆𝑛(𝐽2)}∞𝑛=0, зану­
мерованные в возрастающем порядке. Тогда

∞∑︁
𝑛=2

| ln𝜆𝑛(𝐽)− ln𝜇𝑛(𝐽)| < +∞.

Теорема 6. Пусть самоподобная мера 𝜇 удовлетворяет условиям (8). Тогда
коэффициент 𝑠 из асимптотики (3) допускает представление

∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] 𝑠(𝑡) = 𝑒−𝐷𝑡 𝜎(𝑡),
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где 𝜎— некоторая чисто сингулярная неубывающая функция.

В главе 3 доказываются общие теоремы об асимптотике спектра тензор­
ного произведения компактных операторов с почти регулярной спектральной
асимптотикой. Эти теоремы позволяют перенести результаты о виде асимпто­
тики 3 на некоторые компактные операторы типа тензорного произведения, а
также в некоторых случаях перенести на полученные асимптотики результат
о непостоянстве периодической компоненты (теоремы A, 3, 6).

Рассматриваются компактные неотрицательные самосопряженные
операторы 𝒯 и ̃︀𝒯 в гильбертовых пространствах ℋ и ̃︀ℋ соответственно. Че­
рез 𝜆𝑛 = 𝜆𝑛(𝒯 ) обозначены собственные числа оператора 𝒯 , упорядоченные
по убыванию с учетом кратности. Определяется считающая функция

𝒩 (𝑡) = 𝒩 (𝑡, 𝒯 ) = #{𝑛 : 𝜆𝑛(𝒯 ) > 𝑡}.

Аналогично определяются ̃︀𝜆𝑛 и ̃︀𝒩 (𝑡) для оператора ̃︀𝒯 .
Имея заданные при 𝑡 → 0 асимптотики 𝒩 (𝑡, 𝒯 ) и 𝒩 (𝑡, ̃︀𝒯 ), мы хотим

установить асимптотику 𝒩 (𝑡, 𝒯 ⊗ ̃︀𝒯 ). Полученные результаты легко обобща­
ются на случай тензорных произведений нескольких сомножителей.

В диссертации изучаются операторы с почти регулярной асимптотикой

𝒩 (𝑡, 𝒯 ) ∼ 𝜙(1/𝑡) · 𝑠(ln(1/𝑡))
𝑡1/𝑝

, 𝑡→ +0, (10)

где 𝑝 > 0, 𝜙 — медленно меняющаяся, а 𝑠 — непрерывная 𝑇 -периодическая
функция. Примерами таких операторов являются гриновские интегральные
операторы с сингулярной арифметически самоподобной весовой мерой.

В главе 3 получен главный член спектральной асимптотики тензор­
ного произведения для всех возможных комбинаций параметров маргиналь­
ных асимптотик. Рассматриваются оператор 𝒯 со спектральной асимптоти­
кой (10) и оператор ̃︀𝒯 , имеющий либо асимптотику

𝒩 (𝑡, ̃︀𝒯 ) = 𝑂(𝑡−1/̃︀𝑝), 𝑡→ 0+, ̃︀𝑝 > 𝑝,

либо аналогичную (10) асимптотику

𝒩 (𝑡, ̃︀𝒯 ) ∼ ̃︀𝜙(1/𝑡) · ̃︀𝑠(ln(1/𝑡))
𝑡1/𝑝

, 𝑡→ +0, (11)
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где ̃︀𝜙 — медленно меняющаяся функция, ̃︀𝑠 имеет период ̃︀𝑇 . Результаты раз­
делены на несколько случаев:

1. ̃︀𝑝 > 𝑝.
2. ̃︀𝑝 = 𝑝.

2.1.
∞∫︀
1

𝜙(𝜎)
𝑑𝜎

𝜎
=

∞∫︀
1

̃︀𝜙(𝜎)𝑑𝜎
𝜎

= ∞.

2.1.1. Периоды 𝑇 и ̃︀𝑇 функций 𝑠 и ̃︀𝑠 соизмеримы.
2.1.2. Периоды 𝑇 и ̃︀𝑇 несоизмеримы.

2.2.
∞∫︀
1

𝜙(𝜎)
𝑑𝜎

𝜎
<∞,

∞∫︀
1

̃︀𝜙(𝜎)𝑑𝜎
𝜎

= ∞.

2.3.
∞∫︀
1

𝜙(𝜎)
𝑑𝜎

𝜎
<∞,

∞∫︀
1

̃︀𝜙(𝜎)𝑑𝜎
𝜎
<∞.

В случаях 1, 2.1.1 спектральная асимптотика для 𝒯 ⊗ ̃︀𝒯 оказывается по­
чти регулярной, в случае 2.1.2 – регулярной. В случаях 2.2 и 2.3 получается
асимптотика более сложного вида (см. формулы (17), (18)).

Лемма 1. В формуле (10) функция 𝑠 имеет вид 𝑠(𝜏) = 𝑒−𝜏/𝑝𝜚(𝜏), где 𝜚 —
монотонная функция, и значит 𝑠 — функция ограниченной вариации.

Теорема 7. Пусть выполнено соотношение (10), и

̃︀𝒩 (𝑡) := ̃︀𝒩 (𝑡, ̃︀𝒯 ) = 𝑂(𝑡−1/̃︀𝑝), 𝑡→ 0+, ̃︀𝑝 > 𝑝.

Тогда оператор 𝒯 ⊗ ̃︀𝒯 в пространстве ℋ⊗ ̃︀ℋ имеет асимптотику

𝒩⊗(𝑡) := 𝒩 (𝑡, 𝒯 ⊗ ̃︀𝒯 ) ∼ 𝜙(1/𝑡) · 𝑠*(ln(1/𝑡))
𝑡1/𝑝

, 𝑡→ +0, (12)

где
𝑠*(𝜏) :=

∑︁
𝑘

𝑠(𝜏 + ln(̃︀𝜆𝑘)) · ̃︀𝜆1/𝑝𝑘 (13)

— периодическая функция с периодом 𝑇 (ряд сходится, поскольку ̃︀𝑝 > 𝑝).

Замечание 2. Отметим, что если функция 𝑠 имеет структуру (4), то такую
же структуру имеет и функция 𝑠* в формуле (13). В случае периодической
функции 𝑠 общего вида функция 𝑠* может вырождаться в константу.
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Теорема 8. Пусть оператор 𝒯 имеет спектральную асимптотику (10), а
оператор ̃︀𝒯 — асимптотику (11). Тогда при 𝜀 > 0 выполняются оценки

𝒩⊗(𝑡) ≶
𝛼±(𝜀)

𝑡1/𝑝
·

⎡⎢⎣𝑆(𝑡,𝜀) + ̃︀𝑆(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝜏∫︁
𝛼∓(𝜀)/𝜀

𝜙
(︁𝜏
𝜎

)︁ ̃︀𝜙(𝜎)𝑠(︁ln 𝜏
𝜎

)︁ ̃︀𝑠(ln𝜎)𝑑(̃︀𝜚(ln𝜎))̃︀𝜚(ln𝜎)
⎤⎥⎦

равномерно по 𝑡 > 0. Здесь 𝜏 = 𝛼±(𝜀)/𝑡. Коэффициенты 𝛼±(𝜀) → 1 при 𝜀 →
0, а функции 𝑆(𝑡, 𝜀), ̃︀𝑆(𝑡, 𝜀) имеют следующие асимптотики при 𝑡→ +0:

𝑆(𝑡, 𝜀) ∼ 𝜙(1/𝑡) ·
∑︁
̃︀𝜆𝑘>𝜀

𝑠(ln(1/𝑡) + ln(̃︀𝜆𝑘))̃︀𝜆1/𝑝𝑘 ,

̃︀𝑆(𝑡, 𝜀) ∼ ̃︀𝜙(1/𝑡) · (︁∑︁
𝜆𝑘>𝜀

̃︀𝑠(ln(𝜏) + ln(𝜆𝑘))𝜆
1/𝑝
𝑘 + 𝜙(1/𝜀)𝑠(ln(1/𝜀))̃︀𝑠(ln(𝜏𝜀)))︁.

В теоремах 9–11 мы предполагаем, что

∞∫︁
1

𝜙(𝜏)
𝑑𝜏

𝜏
=

∞∫︁
1

̃︀𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝜏

= ∞. (14)

Теорема 9. Пусть выполнены условия Теоремы 8. Пусть, кроме того, вы­
полняется соотношение (14), а периоды 𝑠 и ̃︀𝑠 совпадают и равны 𝑇 . Тогда

𝒩⊗(𝑡) ∼
𝜑(1/𝑡) · 𝑠⊗(ln(1/𝑡))

𝑡1/𝑝
, 𝑡→ +0,

где 𝜑(𝑠) := (𝜙 * ̃︀𝜙)(𝑠) — медленно меняющаяся функция,

𝑠⊗(𝜂) =
(𝑠 ⋆ ̃︀𝑠)(𝜂)

𝑝
+ (𝑠 ⋆ ̃︀𝑠)′(𝜂) = 𝑒−𝜂/𝑝 1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝜚(𝜂 − 𝜎)𝑑̃︀𝜚(𝜎) (15)

— непрерывная положительная 𝑇 -периодическая функция.

Теорема 10. Пусть выполнены условия Теоремы 8, соотношение (14), а
периоды 𝑇 и ̃︀𝑇 функций 𝑠 и ̃︀𝑠 несоизмеримы. Тогда

𝒩⊗(𝑡) ∼
𝜓(1/𝑡)𝜑(1/𝑡)

𝑡1/𝑝
, 𝑡→ +0,
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где 𝜑(𝑠) = (𝜙 * ̃︀𝜙)(𝑠), 𝜓(𝑡) — некоторая ограниченная и отделенная от нуля
медленно меняющаяся функция.

Теорема 11. Пусть выполнены условия Теоремы 10. Потребуем дополни­
тельно, чтобы для функций 𝜙 и ̃︀𝜙 были ограничены следующие величины:⃒⃒⃒⃒

𝜎 ln(𝜎)𝜙′(𝜎)

𝜙(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶,

⃒⃒⃒⃒
𝜎 ln(𝜎)̃︀𝜙′(𝜎)̃︀𝜙(𝜎)

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶, 𝜎 > 1. (16)

Тогда
𝒩⊗(𝑡) ∼

C𝜑(1/𝑡)

𝑡1/𝑝
, 𝑡→ +0,

где 𝜑(𝑠) = (𝜙 * ̃︀𝜙)(𝑠), а константа C определена следующим соотношением:

C =
1

𝑝
· 1
𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠(𝑡)𝑑𝑡 · 1̃︀𝑇
̃︀𝑇∫︁

0

̃︀𝑠(𝑡)𝑑𝑡.
В случаях 2.2 и 2.3 при некоторых технических ограничениях получе­

ны асимптотики

𝒩⊗(𝑡) ∼
ℎ𝜙,𝜙(1/𝑡) · 𝑠⊗(ln(1/𝑡)) + ̃︀𝜙(1/𝑡) · ̃︀𝑠*(ln(1/𝑡))

𝑡1/𝑝
(17)

и
𝒩⊗(𝑡) ∼

𝜙(1/𝑡) · 𝑠*(ln(1/𝑡)) + ̃︀𝜙(1/𝑡) · ̃︀𝑠*(ln(1/𝑡))
𝑡1/𝑝

(18)

соответственно, где 𝑠⊗ определена в (15), 𝑠* определена в (13), а

̃︀𝑠*(𝜏) = ∑︁
𝑛

̃︀𝑠(𝜏 + ln(𝜆𝑛))𝜆
1/𝑝
𝑛 .

Применение полученных общих теорем продемонстрировано на приме­
ре интегральных операторов, отвечающих изученным в главах 1 и 2 задачам.

В § 3 главы 3 полученные результаты применяются к задаче 𝐿2-малых
уклонений случайных гауссовских полей, в частности, малых уклонений бро­

уновского листа в единичном кубе с нормой 𝐿2(𝜇), где 𝜇 =
𝑑⨂︀

𝑗=1

𝜇𝑗, и каждая

из мер 𝜇𝑗 является самоподобной мерой обобщенного канторовского типа.
В заключении перечисляются основные результаты диссертации, а так­

же предлагаются возможные направления для дальнейшей работы.
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