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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Данная работа посвящена изучению аппрокси-
маций глобальных аттракторов динамических систем с помощью алгебраи-
ческих множеств.

Динамические системы являются распространенной математической
моделью в различных областях науки и техники, в том числе в физике,
промышленности, метеорологии. При этом важную роль играет существо-
вание глобальных аттракторов и их аппроксимация. В данной работе рас-
сматривается аппроксимация алгебраическими множествами. Важным пре-
имуществом алгебраических множеств является легкость их представления
для компьютерных вычислений (как символьных, так и численных).

Часто встречается ситуация, когда динамическую систему, модели-
рующую, например, механический процесс или систему управления, удобно
рассматривать не в евклидовом пространстве Rn, а на общем многообразии.
Среди многообразий, на которых заданы такие системы, часто встречают-
ся плоский цилиндр и проективное многообразие. Рассмотрение систем на
многообразии, в частности, позволяет получить локализацию глобального ат-
трактора.

Кроме аппроксимации глобального аттрактора часто возникает необ-
ходимость получить дополнительную информацию о его структуре. Одним
из инструментов для этого является стратификация Уитни.

Степень разработанности темы. Для аппроксимации глобальных
аттракторов динамических систем имеются разные подходы. Один из них
– применение функций Ляпунова и поверхностей без контакта с векторным
полем ([1, 2]). Этот метод в применении к динамическим системам на цилин-
дре изложен в [3]. При использовании такой аппроксимации и локализации
аттрактора, можно получить оценки различных размерностных характери-
стик данного аттрактора ([4]). Для аттракторов диссипативных динамиче-
ских систем в бесконечномерном фазовом пространстве можно построить ко-
нечномерные проекторы на конечномерные пространства. Нередко такими
аттракторами являются глобально устойчивые периодические или почти пе-
риодические решения системы.

Второй подход при аппроксимации аттракторов заключается в постро-
ении инерциальных многообразий ([5]). Для некоторых классов аттракторов
существование инерциальных многообразий доказано. Недостаток данного
подхода заключается в том, что аппроксимирующие множества являются
гладкими многообразиями, тогда как аттракторы могут быть фрактальны-
мии множествами. Поэтому в работах [6, 7] изложен новый подход аппрокси-
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мации алгебраическими и аналитическими множествами. Такие множества в
общем случае уже не являются гладкими многообразиями и могут содержать
сингулярные точки.

В работе [6] и в других работах тех же авторов рассмотрены эволюци-
онные системы в линейных (конечномерных и бесконечномерных простран-
ствах).

Первые результаты распространения этих результатов на системы, за-
данные на многообразиях, изложены в [12], [8]. В данной работе эти исследо-
вания продолжаются.

Цель и задачи работы. Целью работы является расширение резуль-
татов, полученных Фояшем и Темамом (см. [6]), в двух направлениях. Первое
направление — получение аппроксимационной теоремы для динамических си-
стем с дискретным временем на Rn, второе направление — получение резуль-
татов, позволяющих аппроксимировать динамические системы, заданные на
многообразии.

Методология и методы исследования. В работе применяются:

• элементы теории аналитических и алгебраических функций и множеств;

• аппарат проективной геометрии для аппроксимации аттрактора;

• цилиндрическая алгебраическая декомпозиция как метод стратифика-
ции;

• численные аппроксимации, а также символьные вычисления, выполненые
в пакете Wolfram Mathematica.

Положения, выносимые на защиту.

1. Получена адаптация для систем с дискретным временем аппроксимаци-
онной теоремы Фояша-Темама (см. [6]).

2. Получено интегральное представление точки, лежащей на глобальном
аттракторе динамической системы, заданной на проективном многооб-
разии.

3. Предложен алгоритм построения стратификации Уитни алгебраического
множества в двумерном евклидовом пространстве на основе цилиндриче-
ской алгебраической аппроксимации.

Степень достоверности и апробация результатов. Правильность
адаптации для динамических систем с дискретным временем аппроксимаци-
онной теоремы Фояша-Темама подтверждается численным экспериментом,
проведенным для аппроксимации глобального аттрактора системы Хенона
(см. [9]). Правильность работы алгоритма стратификации алгебраического
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множества подтверждается экспериментом, в ходе которого реализация пред-
ложенного алгоритма на языке Wolfram Mathematica применяется к двум
алгебраическим множествам, в том числе к алгебраической аппроксимации
аттрактора системы Хенона.

Научная новизна. Все результаты, представленные в диссертацион-
ной работе, являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теорети-
ческий характер. Полученные аппроксимационные результаты могут быть
использованы для изучения аттракторов, возникающих при моделировании
различных физических систем.

Аппробация работы. Результаты работы докладывались на между-
народной конференции «PHYSCON 2009» (Катания, Италия 2009), на меж-
дународной конференции «Science and Progress» в рамках научного центра
G-RISC (Санкт-Петербург, Россия 2011), а также на международной конфе-
ренции «Equadiff 2017» (Братислава, Словакия 2017).

Публикации на тему диссертации. Основные результаты диссер-
тации опубликованы в 4 печатных работах (см. [13, 14, 12, 15]), в том числе
в двух статьях. Статьи [12, 15] опубликованы в изданиях, индексируемых
системой Scopus.

Вклад диссертанта в совместные работы. В работе [13] соавто-
рам принадлежит постановка задачи, а также текст, диссертанту принадле-
жат теоретические результаты. В работе [12] первому соавтору (научному
руководителю) принадлежит постановка задачи, второму соавтору принад-
лежит численное моделирование, а также изложение оригинальной теоремы
Фояша-Темама, диссертанту принадлежат теоретические результаты. В рабо-
те [15] первому соавтору (научному руководителю) принадлежит постановка
задачи, второму соавтору принадлежат результаты, касающиеся оценки раз-
мерности, диссертанту принадлежит алгоритм стратификации.

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит
из введения, трех глав, заключения и списка литературы.

Содержание работы

Во введении аргументирована актуальность темы диссертации, приве-
ден обзор соответствующей литературы, определены цели и задачи работы,
обоснована их научная ценность.

В первой главе в начале напоминаются вкратце некоторые основные
понятия теории динамических систем, затем вводится понятие алгебраиче-
ского множества, после чего приводятся две аппроксимационные теоремы:
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теорема Фояша-Темама об аппроксимации для систем с непрерывным вре-
менем, приведенная в статье [6], а также полученная автором модификация
этой теоремы для случая систем с дискретным временем.

Для начала дадим определение алгебраического множества.

Определение 1. Пусть для некоторого k ∈ N P1, ..., Pk – многочлены от n

переменных с коэффициентами из Rn. Множество S называется алгебраи-
ческим, если верно, что

S = Vn(P1, ..., Pk),

где Vn(P1, ..., Pk) = {u ∈ Rn|Pi(u) = 0 ∀i = 1, 2, ..., k}.
Рассмотрим дискретную динамическую систему, заданную отображе-

нием

ut+1 = F (ut), t ∈ Z, (1)

где
F (u) = −Au−R(u), u ∈ Rn,

и выполнены следующие свойства:

(A1) A : Rn → Rn – линейный симметричный оператор;

(A2) F обратимо;

(A3) F−1 – отображение, которое является вещественно аналитическим в шаре
Br1(v1);

(A4) R : Rn → Rn – отображение, которое является вещественно аналитиче-
ским в точке v2 с радиусом сходимости r2 > 0 таким, что F−l(Br1(v1)) ⊂
Br2(v2), где l ∈ N;

(A5) λ1, λ2, ..., λn - собственные числа A, при этом |λ1| ≥ |λ2| ≥ ... ≥ |λn|, тогда
|λn| < 1;

(A6) у системы, заданной соотношением (1), существует глобальный B-
аттрактор A. Пусть этот аттрактор содержится в шаре Br1(v1) радиуса
r1 с центром в точке v1 ∈ Rn.

Пусть m — минимальное натуральное число, такое что |λm+1| < 1, а
πm - проектор на линейное подпространство Rn, порожденное собственными
векторами, соответствующим собственным числам λm+1, ..., λn матрицы A.
Определим для любых N,L,M ∈ N, u ∈ Rn при фиксированных v1, v2 ∈ Rn

формальную сумму

JN,L,M(u) := (−1)N(πmA)Nu−N+ (2)

+
N∑
l=1

(−1)l(πmA)l−1R̃(F̃−l(u, v1, L), v2,M),
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где u−N = (F−1)N(u), R̃(·, v2,M) – фрагмент ряда Тейлора длины M ряда
Тейлора функции R в окрестности v2, F̃−l(·, v1, L) – фрагмент ряда Тейло-
ра длины L ряда Тейлора функции F−l в окрестности v1. Теперь приведем
формулировку аппроксимационной теоремы.

Теорема 1. Пусть имеется динамическая система (1).
Тогда для любого ε > 0 найдутся натуральные N,L,M ∈ N такие, что для
любого u∗ ∈ A выполняется∥∥∥πmu∗ − JN,L,M(u∗)

∥∥∥ < ε.

Поскольку JN,L,M является комбинацией полиномиальных отображе-
ний, множество

{u ∈ Rn|πmu− JN,L,M(u) = 0} (3)

является алгебраическим.
В качестве примера системы, к аттрактору которого можно применить

теорему 1 рассмотрим хорошо известную систему, заданную отображением
Хенона ([9]):

{
u1n+1 = 1− a(u1n)2 + u2n,

u2n+1 = bu1n,
(4)

a, b ∈ R, n = 0, 1, .... Положим a = 1.4 и b = 0.3. Для этих значений пара-
метров доказано существование глобального B-аттрактора динамической си-
стемы, заданной отображением Хенона. Можно легко убедиться, что данная
система удовлетворяет теореме 1. На рисунке 1 изображены аппроксимации
глобального B-аттрактора системы Хенона для различных значений N,L,M .

Во второй главе в качестве фазового пространства используются мно-
гообразия; вкратце даются определения, которые позволяют рассматривать
динамические системы на многообразиях, приводится в качестве примера
многообразия плоский цилиндр. После этого рассматриваются динамические
системы на проективном многообразии. Приводится пример доопределения
динамической системы, заданной на евклидовом пространстве до системы
на проективном многообразии. Основным результатом данной главы являет-
ся интегральное представление точки, лежащей на глобальном B-аттракторе
такой системы.

Через RP n обозначается n-мерное вещественное проективное много-
образие. Атлас RP n, использованный в этой главе — стандартный атлас для
RP n, основанный на проективных координатах.
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Рис. 1: Аппроксимации глобального B-аттрактора системы Хенона.

В оригинальной теореме Фояша-Темама важную роль имеет инте-
гральное представление точки, лежащей на аттракторе, и для того, чтобы
перенести данную теорему на случай RP n необходимо адаптировать это ин-
тегральное представление для RP n. Основная сложность при такой адап-
тации заключается в том, что решение может находиться в разных картах
многообразия. Далее приводятся некоторые обозначения и утверждения для
теоремы, дающей такую адаптацию.

Введем следующее обозначения:

s̃(j, i) =

{
j − 1, i < j

j, i > j,

õ(j, i) =

{
i, i < (j + 1)

i− 1, i > (j + 1).

Также, за ei, i = 1, ..., n обозначим вектор с единицей на позиции i и с нулями
на всех остальных позициях.

Через ψi,j обозначается отображение перехода из карты xi в карту xj.
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Утверждение 1. Отображение ψj,i представляется в виде

ψj,i(u) =
1

uõ(j,i)
(B̃j,iu+ es̃(j,i)), (5)

где u ∈ D(ψj,i), i, j = 1, 2, ..., n, i 6= j. При этом для i < j

B̃j,i =



0 ... ... 0
Ii−1

0 ... ... 0

0 ... 0 0 ... 0

0 ... 0
E ′j,i

0 ... 0

0 ... ... 0

0 ... ... 0

0 ... ... 0
In−j


,

где Ii−1 – единичная матрица (i − 1) × (i − 1); E ′j,i – (j − i) × (j − i + 1)

матрица с единицами на позициях (l, l + 1), l = 1, 2, ..., (j − i) и нулями на
остальных позициях; In−j – единичная матрица (n− j)× (n− j).

Для i > j имеет место аналогичное представление с точностью до
размеров блоков и положения нулевой строки, а также сдвига диагонали во
втором блоке.

Пусть имеется векторное поле F , задающее дифференциальное урав-
нение

ϕ̇(t) = F (ϕ(t)), (6)

где F : RP n → TRP n. Пусть (6) задает динамическую систему

({ϕt}t∈R+
, (RP n, ρ)). (7)

Потребуем также, чтобы динамическая система (7) имела глобальный B-
аттрактор A. Пусть также в любой карте xi, i = 1, ..., n+ 1 атласа представ-
ление векторного поля F является неким полиномиальным отображением.
Рассмотрим некоторую точку p ∈ A и рассмотрим последовательность

T (ϕ(·)(p)) = {Tk}k∈β ⊂ R− ∪ {−∞}, (8)

где p ∈ A, β = {z ∈ Z+ | z ≤ z∗}, где z∗ ∈ Z+, либо z∗ = ∞. При этом
потребуем, чтобы:

(B1) T0 = 0;

(B2) Tk−1 > Tk, где k, k − 1 ∈ β;

(B3) для любых Tk, Tk−1 существует карта xik−1
такая, что для любых t та-

ких, что Tk ≤ t ≤ Tk−1, k, k − 1 ∈ β, точка ϕt(p) остается в области
определения xik−1

;
9



(B4) для любых k − 1, k + 1 ∈ β существует t такое, что Tk+1 < t < Tk−1 и
ϕt(p) /∈ D(xik−1

);

(B5) верно, что ⋃
k,k−1∈β

(Tk, Tk−1] = R−;

(B6) верно, что любое множество вида [T̃ , 0], T̃ < 0 покрыто конечным коли-
чеством отрезков [Tk, Tk−1], k, k − 1 ∈ β;

(B7) для любого k : k − 1 ∈ β верно, что ‖xik−1
(ϕt(p))‖ ≤M1,M1 > 0.

Утверждение 2. Для системы (7) и точки p ∈ A существует T (ϕ(·)(p)).

Пусть также в любой карте xik представление векторного поля F имеет
форму

Fik(u) = −Aiku−Rik(u),

где Aik – положительно определенная симметричная n× n матрица.
Зафиксируем некоторую точку p∗ ∈ A. Пусть ϕ(·, p∗) - решение задачи

Коши (6), ϕ(0) = p∗. Далее, для краткости будем обозначать его через ϕ.
Через

xik(ϕ(t)) (9)

будем обозначать координатное представление точки ϕ(t) в карте xik . Через

x
ik−1

ik
(ϕ(t)) (10)

будем обозначать координату с индексом ik−1 вектора (9).
Введем обозначения Bik−1

:= B̃ik,ik−1
, ϕ(t) ∈ D(xik)∩D(xik−1

), o(ik−1) :=
õ(ik, ik−1) и s(ik−1) := s̃(ik, ik−1), также

HK(τ) :=
K∑
k=1

c(k, τ)
[( k−1∏

j=1

1

x
o(ij−1)
ij

(ϕ(Tj))
Bij−1

)
e
∑k−1

l=1 Ail−1
(Tl−Tl−1) (11)

eAik−1
(τ−Tk−1)Rik−1

(xik−1
(ϕ(τ)))

]
.

для k ∈ β.
Также пусть

c(k, τ) :=

{
1, τ ∈ [Tk+1, Tk)

0, τ /∈ [Tk+1, Tk),

Теорема 2. При выполнении требований, описанных выше, а также если
выполняется одно из двух: β – конечное множество с максимальным эле-
ментом K или K ∈ β такое, что s({i0, i1, ..., iK−1}) = {1, 2, ..., n}, тогда

xi0(ϕ(0)) = −
∫ 0

−∞
HK(τ))dτ +

K∑
k=1

1

x
i(k−1)

ik
(ϕ(Tk))

e(ik). (12)
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В третьей главе рассматривается стратификация — разбиение подмно-
жества многообразияM на непересекающиеся подмногообразияM, называ-
емые стратами, по определенным правилам, подробно описанным ниже. В
контексте теории динамических систем стратификация может быть интерес-
на тем, что позволяет описывать структуру аттракторов с помощью изуче-
ния стратификации самих аттракторов, либо их аппроксимаций (например,
если точная форма аттрактора неизвестна или слишком сложна для изуче-
ния). Рассматривается специальный вид стратификации — стратификация
Уитни. Основной результат третьей главы — доказательство того, что про-
цедура цилиндрической алгебраической декомпозиции (Cylyndrical Algebraic
Decomposition, CAD), примененная к алгебраическому множеству в R2 дает
стратификацию Уитни. Также вводится понятие максимальной стратифика-
ции Уитни и алгоритм ее получения.

Определение 2. Стратификацией множества S ⊂ Rn называется разби-
ение S на связные гладкие подмногообразия {Si}i∈J пространства Rn та-
кие, что набор {Si}i∈J локально конечен в каждой точке S (то есть для
любой точки u ∈ S верно, что существует некоторая ее окрестность, ко-
торая пересекает лишь конечное подмножество {Si}i∈J ). Множество J
здесь – некоторое множество индексов. Элементы набора {Si}i∈J называ-
ются стратами.

Рассмотрим стратификацию Уитни множества S ⊂ Rn.
Напомним, что Gn,k,,(n, k ∈ N, k ≤ n) – это набор всех k-мерных под-

пространств Rn. Хорошо известно, что Gn,k имеет структуру вещественного
аналитического многообразия размерности n(n− k) и называется грассмани-
аном.

Определение 3. Пусть P ,Q – подмногообразия S, dimQ = m. Если для
любых последовательностей точек {uk}∞k=1 и {vk}∞k=1, принадлежащих P
и Q соответственно, сходящихся к точке u ∈ P с последовательностью
касательных пространств {TvkQ}∞k=1, сходящейся к L в топологии грассма-
ниана Gn,m, верно, что последовательность линий {−−→ukvk}, содержащих 0 и
vk − uk, сходится к прямой l ⊂ Rn в топологии Gn,1 и l ⊂ L, говорят, что
P ,Q удовлетворяют условию Уитни в точке p.

Определение 4. Стратификация, в которой каждая пара страт удовле-
творяет условию Уитни называется стратификацией Уитни.

Дополнительно к этому мы потребуем выполнения следующего свой-
ства: Если Si ∩ Sj 6= ∅ , тогда Si ⊂ Sj (граничное условие) .
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Теорема Уитни ([10]) утверждает, что при довольно общих условиях
стратификация Уитни существует. В частности, она существует для алгебра-
ических множеств.

Определение 5. Пусть S = Vn(P1, ..., Pk) – алгебраическое множество,
заданное системой из k полиномов {Pi}ki=1, пусть A(u) – k × n матрица
(∂Pi

∂uj (u)), i = 1, 2, ..., k, j = 1, 2, ..., n. Пусть κ – максимальный ранг A(u) на
S. Точка u ∈ S называется регулярной если rankA(u) = κ, иначе точка
называется сингулярной.

Множество регулярных точек множества S обозначается Sreg.
Начнем с описания свойств CAD. Пусть имеется алгебраическое

множество S = Vn(P ), где P—некий полином. Мы не умаляем общ-
ности здесь, поскольку каждое алгебраическое множество, описанное как
Vn(P1, P2, ..., PK), где P1, P2, ..., PK — некие полиномы, заданные на Rn, может
быть описано как Vn(

∑K
i=1 P

2
i ), то есть с помощью единственного полинома∑K

i=1 P
2
i .
Назовем точку u ∈ S изолированной точкой S, если существует такая

окрестность Uu точки u, что S ∩ Uu = {u}.
Назовем точку (u1, u2) ∈ S разбивающей для S, если она является

изолированной или сингулярной точкой S или такой, что касательная к S в
этой точке параллельна оси u2.

Назовем точку (u1, u2) точкой разбиения для S, если существует раз-
бивающая точка u с координатами (u1, u2∗).

CAD алгебраического множества S является разбиение S на набор
множеств {Sl}, l = 1, 2, ..., L, L ∈ N со следующими свойствами:
(C1)

⋃L
l=1 Sl = S;

(C2) для любых i, j = 1, 2, ..., L, i 6= j верно, что Si ∩ Sj = ∅;
(C3) для любого l = 1, 2, ..., L верно, что Sl является либо точкой разбиения
S, либо графиком некоторой непрерывной функции fl : I ⊂ R→ R от u1, где
I – открытый интервал, при этом график fl не содержит точек разбиения S,
либо интервалом прямой, параллельной оси u2, не содержащим сингулярных
точек S;
(C4) не существует i, j = 1, 2, ..., L таких, что Si ∪ Sj является графиком
некоторой непрерывной функции от u1, заданной на открытом интервале.
В оригинальной работе по CAD (см. [11]) гарантируется свойство (С3), но его
можно усилить и доказать следующее свойство:
(C3’) функция fl из свойства (C3) является вещественно-аналитической.

Далее мы рассматриваем только алгебраические множества S, входя-
щие в R2.
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Утверждение 3. Пусть множества Si,Sj являются элементами набора
{Sl}Ll=1, описанного выше. Если Si ∩ Sj 6= ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, ..., L, то

1. Sj ⊂ Si;

2. Sj является неизолированной точкой разбиения S.

Утверждение 4. Пусть {Sl}Ll=1, L ∈ N – CAD алгебраического множества
S, тогда {Sl}Ll=1, L ∈ N является стратификацией Уитни S.

Введем понятие максимальной стратификации Уитни.

Определение 6. Стратификацию Уитни {S ′i}Ki=1 множества S называ-
ется максимальной, если для любой другой стратификации Уитни {Sj}Mk=1

множества S верно, что любая страта Sj является подмножеством неко-
торой страты S ′i.

Определение 7. Пусть имеется стратификация Уитни {Sl}Ll=1 множе-
ства S. Для каждой страты Sl, l = 1, 2, ..., L назовем входящими в нее
стратами те страты, замыкания которых пересекаются с Sl.

Термин «входящие» здесь используется в смысле английского
«incoming», а не в теоретико-множественном смысле. Далее приведем вспо-
могательное утверждение.

Утверждение 5. Пусть S ⊂ R2, S = V(P ), где P — некий полином. Пусть
{Sl}Ll=1, L ∈ N — CAD множества S. Если S∗ ∈ {Sl}Ll=1 — регулярная точка,
то у нее ноль или две входящих страт.

Алгоритм построения максимальной стратификации Уитни
в R2. Пусть {Sl}Ll=1, L ∈ N — CAD алгебраического множества S. Будем со-
бирать стратификацию пошагово. Заведем множества D0,D1,D2, ...,DL, где
D0 = ∅. Для l = 1, 2, ..., L последовательно выполняется следующая про-
цедура: если множество Sl имеет входящие множества, то это обязательно
точка. Если данная точка сингулярна, то Dl := Dl−1 ∪ {Sl} (она добавля-
ется в результирующую стратификацию как отдельная страта), если же это
регулярная точка, то входящих страт будет ноль или две. Если их две (обо-
значим их S1l ,S2l ), то если в Dl−1 есть множество S∗l , которое включает в
себя одно из входящих множеств (пусть, не умаляя общности это S1l ), то
Dl := Dl−1\{S∗l }∪{S∗l ∪S2l ∪Sl} (второе множество добавляется к этому мно-
жеству вместе с точкой), иначе Dl := Dl−1∪{S1l ∪S2l ∪Sl} (в результирующей
стратификации заводится новое множество, которое является объединением
двух входящих множеств и точки). Если же входящих множеств у Sl нет, то
Dl := Dl−1 ∪ {Sl}. Множество DL является итоговой стратификацией.
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Утверждение 6. Множество DL, описанное выше, является максималь-
ной стратификацией Уитни множества S.

Перейдем теперь к примеру, непосредственно относящемуся к дина-
мическим системам. Рассмотрим множество, полученное при аппроксимации
глобального B-аттрактора Хенона при значении параметра N = 3 в выраже-
нии (3) и параметрах L и M равным 10:

Пример 1. Пусть

S = V2
(
− 2u1+

10u2

3
− 10

3

(
− 1+

10u2

3
+

140

9

(
− 1+u1+

140(u2)2

9

)2))
. (13)

Рис. 2: Стратификация множества (13).

Аппроксимационное множество, изображенное на рисунке 2, состоит
из двух страт S1,S2, которые являются параболами, повернутыми на π

2 .
В заключении перечислены основные результаты диссертации. В дис-

сертационной работе решена задача построения алгебраической аппроксима-
ции глобальных B-аттракторов динамических систем с дискретным временем
на евклидовом пространстве, заданных уравнением с полиномиальной пра-
вой частью. Для этого получена модификация аппроксимационной теоремы
Фояша-Темама, применимая к этому классу систем.
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Проведен численный эксперимент по аппроксимации глобального B-
аттрактора системы Хенона, использующий модификацию аппроксимацион-
ной теоремы Фояша-Темама для систем с дискретным временем, заданных
на евклидовом пространстве.

В аналитическом виде найдено интегральное представление точки, ле-
жащей на аттракторе динамической системы с непрерывным временем, за-
данной на проективном многообразии.

Предложен алгоритм построения стратификации Уитни для алгебра-
ических множеств, содержащихся в R2.
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