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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷, èññëåäóåìûõ â äàí-

íîé äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â

ôîðìå Ëàãðàíæà ñ èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðî-

âàííîé íà÷àëüíîé òî÷êå ê äàííîé çàäà÷å ìîæåò áûòü ñâåäåíà è áîëåå îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå Áîëüöà. Èçíà÷àëüíûé îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü

ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèè ìåòîä â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óíèâåðñàëüíûì. Îáùàÿ ñõåìà ýòî-

ãî ìåòîäà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ïîìîùè àïïàðàòà òî÷íûõ øòðàôíûõ

ôóíêöèé èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ïðè íàëè÷èè

îãðàíè÷åíèé â âèäå íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà÷àëüíîãî è êîíå÷-

íîãî ïîëîæåíèÿ îáúåêòà è ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåç-

óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà. Äàëåå ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ìèíèìóìà äàííîãî ôóíêöèîíàëà. Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíûé èíòåãðàëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî óñëîâèÿ êàê ñëåäñòâèå. Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî-

÷åê ýòîãî ôóíêöèîíàëà èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè,

ìåòîä ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà è ìåòîä ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà.

Â äàííîé ðàáîòå îòäåëüíî èññëåäóåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, öå-

ëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîä îáúåêòà èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â çàäàííîå êîíå÷-

íîå ñîñòîÿíèå çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ. Â ñèëó áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ

ñ çàäà÷åé Ëàãðàíæà óäà¼òñÿ óïðîñòèòü è ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â äèññåð-

òàöèè òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ïîëèíîìû ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ñòåïåíè îò ðàçëè÷íûõ èí-

òåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîñòðîåíû ìåòîäû èõ ìèíèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è êàê ñî ñâîáîäíûì,

òàê è çàêðåïë¼ííûì ïðàâûì êîíöîì, ïîêàçàíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ äàííûõ êîíñòðóêöèé.

Çàäà÷à Êîøè êàê âàðèàöèîííàÿ ðàññìîòðåíà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïîäõîäà îòäåëüíî â ñèëó

å¼ âàæíîñòè. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé è îïîðíûõ ôóíêöèé

ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûâåäåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, âïåðâûå ïîëó÷åííûé Â. È. Áëàãîäàòñêèõ.

Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìè-

çàöèè â âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ, ðàçâèâàåìûõ â íàó÷íîé øêîëå Â. Ô. Äåìüÿíîâà. Áîëåå êîíêðåò-

íî, èäåÿ ïðèìåíåíèÿ òî÷íûõ øòðàôîâ â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ðàçâèâàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ

â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà åäèíîãî îïòèìèçàöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåøå-
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íèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå òåîðèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé è ìåòî-

äîâ íåãëàäêîãî àíàëèçà, ïîñòðîåíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷, èçó÷åíèå çàäà÷è

íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì òî÷íûõ

øòðàôîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ðàçâèâàåòñÿ îáùèé ïîäõîä

ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé è ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè ê çàäà-

÷àì óïðàâëåíèÿ, à òàêæå çàäà÷àì, ñîäåðæàùèì äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ. Â äèññåðòà-

öèè ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ äàííîãî àïïàðàòà ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå

ðåçóëüòàòû, òàêèå êàê ëèíåàðèçîâàííûé èíòåãðàëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ

çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ïîëó÷åííûé Áëà-

ãîäàòñêèõ, à òàêæå íîâûå êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ äàííûõ çàäà÷. Çàìåòèì,

÷òî èñïîëüçîâàíèå ãëàäêîé øòðàôíîé ôóíêöèè íå ïîçâîëèëî áû ïîëó÷èòü äàííûå ôóíäàìåí-

òàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîñêîëüêó çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ýòîé øòðàôíîé ôóíêöèè íå

áûëà áû ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å íè ïðè êàêîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè øòðàôíîãî ïàðàìåò-

ðà. Ýòè ôàêòîðû îïðàâäûâàþò èñïîëüçîâàííûé â äèññåðòàöèè íåãëàäêèé ïîäõîä.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî â íåé ðàçðàáîòàí îáùèé îï-

òèìèçàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè

ñòðîÿòñÿ ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷, ïîëó÷åíû íåêîòîðûå êîíñòðóêòèâíûå óñëî-

âèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿìè. Òàêæå â äèññåðòàöèè ðåà-

ëèçàöèÿ ïîñòðîåííûõ ìåòîäîâ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, ìíîãèå èç êîòîðûõ

âîçíèêàþò â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ. Ê ïðàêòè÷åñêèì ïðåèìóùåñòâàì ïðåäëîæåííîãî â äèññåðòàöèè

ìåòîäà ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà ñòîèò òàêæå îòíåñòè îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ïîèñ-

êà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, à òàêæå îáåñïå÷åíèå òî÷íîãî ñîáëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé (â äàííîì

ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé), êîòîðîå ïðèíöèïèàëüíî âàæíî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ýêñ-

òðåìàëüíûõ çàäà÷, âûïóêëîãî àíàëèçà è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè è âûíîñèìûå íà çàùèòó:

� ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïîëèíîìà îò èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ;

� ïîñòðîåí ïðÿìîé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïîëèíîìà îò èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îïèðà-

þùèéñÿ íà ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà;

� íà îñíîâå òåîðèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå (à â ñëó÷àå ëè-

íåéíîñòè ñèñòåìû è âûïóêëîñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ
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ìèíèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ;

� ïîñòðîåí ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèðàþùèéñÿ íà ìå-

òîä ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà;

� ñ ïîìîùüþ òåîðèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé è îïîðíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åí ïðèíöèï

ìàêñèìóìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé;

� ïîñòðîåí ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîä íàèñêîðåéøåãî

ñïóñêà è ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé;

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-

äàëèñü íà XV Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæå-

íèÿ¿ (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2�6 ìàðòà, 2015 ã.), XVI Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå

¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (ã. Èðêóòñê, 30 èþíÿ � 6 èþëÿ, 2014 ã.), III Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Óñòîé÷èâîñòü è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ¿, ïîñâÿù¼ííîé 85-òè ëåòèþ

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Â. È. Çóáîâà (ã. Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 5�9 îêòÿáðÿ, 2015 ã.), XLVI ìåæäóíàðîä-

íîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ¾Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü¿ (ã.

Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 6�9 àïðåëÿ, 2015 ã.) è ñåìèíàðå ïî êîíñòðóêòèâíîìó íåãëàäêîìó àíàëèçó

è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè (ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè�ïðîöåññîâ óïðàâëå-

íèÿ, ÑÏáÃÓ).

Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíî 11 ïå÷àòíûõ ðàáîò, èç êîòî-

ðûõ 2 â ñîàâòîðñòâå è 5 â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ.

Ðàáîòû [3, 10] íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå. Â íèõ ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷,

àâòîðó äèññåðòàöèè � ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çà-

êëþ÷åíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ëåììû, òåîðåìû, ñëåäñòâèÿ, çàìå÷àíèÿ,

ïðèìåðû è òàáëèöû íóìåðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãëàâîé, ïàðàãðàôîì, â êîòîðûõ îíè íàõî-

äÿòñÿ. Ôîðìóëû íóìåðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãëàâîé, â êîòîðîé îíè íàõîäÿòñÿ. Îáú¼ì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 103 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 125 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî Ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå ðàáîòû, îáñóæäàþòñÿ àêòóàëüíîñòü

èññëåäîâàíèÿ, åãî òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü, íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Â Ãëàâå 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî àíà-

ëèçà, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è íåãëàäêîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûå â ñëåäóþùèõ
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ãëàâàõ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ãàòî, ñóáäèôôåðåíöèðó-

åìîñòè, ãèïîäèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ãàòî â òî÷êå x, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà

ïî íàïðàâëåíèÿì â äàííîé òî÷êå è îòîáðàæåíèå g → f ′(x, g) åñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë, ãäå g åñòü íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå.

Ñóáäèôôåðåíöèàëîì âûïóêëîé ôóíêöèè f : X → R∪{+∞} â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f â òî÷êå x, ò.å.

∂f(x) = {p ∈ X∗ | f(y)− f(x) > p(y)− p(x) ∀y ∈ X},

ãäå X∗ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæ¼ííîå ê ïðîñòðàíñòâó X.

Îòîáðàæåíèå x→ ∂f(x) íàçûâàåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíûì.

Ïóñòü Ω ∈ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ f : Ω→ R íàçûâàåòñÿ ãèïîäèôôåðåíöèðó-

åìîé íà ìíîæåñòâå Ω, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ñóùåñòâóåò âûïóêëûé êîìïàêò df(x) ∈ R × X∗

òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðèðàùåíèÿ ∆x ∈ X (ò. å. co{x, x+ ∆x} ∈ Ω) ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðåäñòàâèìî â âèäå

f(x+ ∆x) = f(x) + max
[a,ϕ]∈df(x)

(a+ ϕ(∆x)) + o(∆x, x),

o(α∆x, x)/α→ 0 ïðè α→ 0.

Îòîáðàæåíèå x→ df(x) íàçûâàåòñÿ ãèïîäèôôåðåíöèàëüíûì.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî ãèïîäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ Ω, åñëè îíà ãè-

ïîäèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå (ïî Õàó-

ñäîðôó) ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå df â ýòîé òî÷êå.

Òàêæå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó âèäà f → inf
x∈Ω

, ãäå Ω � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæå-

ñòâî ïðîñòðàíñòâà X, à âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω çàäàíî â âèäå

Ω = {x ∈ X | ϕ(x) = 0},

ãäå ϕ : X → [0,+∞) � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî λ ââåä¼ì ôóíêöèþ

Fλ(x) = f(x) + λϕ(x),
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿøòðàôíîé ôóíêöèåé äëÿ çàäàííûõ f è ϕ, à ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿøòðàôíûì

ïàðàìåòðîì.

Øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé øòðàôíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ∗ > 0 òà-

êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗ ìíîæåñòâî òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè Fλ ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å f → inf
x∈Ω

. Â ýòîì ñëó÷àå λ∗ íàçûâàåòñÿ

êîíñòàíòîé òî÷íîãî øòðàôà.

Âàæíûì ïîíÿòèåì âûïóêëîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà F ⊂ Rn îïðåäåëèì îïîðíóþ ôóíêöèþ âåêòîðà ψ ∈ Rn

ñîîòíîøåíèåì

c(F, ψ) = sup
f∈F

(f, ψ).

Â Ãëàâå 2 âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïîëèíîìà îò èíòåãðàëüíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ

Pk
[
I1(x), . . . , In(x)

]
, (1)

Ij(x) =

∫ T

0

fj
(
x(t), ẋ(t), t

)
dt, j = 1, n,

ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = x0. (2)

Â âûðàæåíèè (1) Pk � ïîëèíîì çàäàííîé êîíå÷íîé ñòåïåíè k ∈ N:

Pk =
∑̀
i=1

aiFi,

ãäå

Fi =
(∫ T

0

f1dt
)mi

1 × . . .×
(∫ T

0

fndt
)mi

n

.

Çäåñü

fj = fj(x, ẋ, t), j = 1, n,

k = max
i=1,`

(mi
1 + . . .+mi

n), mi
j ∈ N ∪ {0}, ai ∈ R, i = 1, `.

Çäåñü T > 0 � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, fj � çàäàííàÿ âåùåñòâåííàÿ

ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî âñåì òð¼ì àðãóìåíòàì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ïî x è ẋ, x � n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ êîîðäèíàò, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà

ïðîìåæóòêå [0, T ].

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ x∗ ∈ C1
n[0, T ], óäîâëåòâîðÿþùóþ îãðàíè÷åíèþ

(2), êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1).

Ïîëîæèì z(t) = ẋ(t), z ∈ Cn[0, T ].
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Îáîçíà÷èì

f ij =
(∫ T

0

f1dt
)mi

1 × . . .×
(∫ T

0

fj−1dt
)mi

j−1 ×
(∫ T

0

fjdt
)mi

j−1

×

×
(∫ T

0

fj+1dt
)mi

j+1 × · · · ×
(∫ T

0

fndt
)mi

n

, åñëè mi
j > 1,

f ij = 0, åñëè mi
j = 0,

ãäå f ij = f ij
(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, z, t
)
, i = 1, `, j = 1, n.

Ëåììà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ z∗ áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà Pk,

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé

∑̀
i=1

ai

n∑
j=1

(∫ T

t

∂fj
∂x

dτ +
∂fj
∂z

)
mi
jf

i
j = 0n ∀t ∈ [0, T ],

∑̀
i=1

ai

n∑
j=1

∂fj(x
∗, z∗, T )

∂z
mi
jf

i
j = 0n.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ïîëèíîìà îò èíòå-

ãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïðèìåíÿåò ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Äîïîëíèòåëüíî èññëåäóåòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèåì íà ïðàâîì êîíöå. Ñ ïî-

ìîùüþ òåîðèè òî÷íûõ øòðàôîâ ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî

íåãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ìèíèìóìà äàííîãî ôóíêöèîíà-

ëà ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà

èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðàõ.

Îòìå÷åíî ïðèëîæåíèå ïîëèíîìîâ îò èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ,

íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è íåêîòîðûì çàäà÷àì àýðîäèíàìèêè.

Â Ãëàâå 3 èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà è ìåòîäà

ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé

îáúåêòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

ẋ = f(x, u, t), t ∈ [0, T ], (3)

x(0) = x0, (4)

x(T ) = xT , (5)

ãäå x0, xT ∈ Rn � çàäàííûå âåêòîðû. Ñ÷èòàåì ñèñòåìó (3) óïðàâëÿåìîé èç íà÷àëüíîãî ïî-

ëîæåíèÿ (4) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (5). Çäåñü T > 0 � çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, f(x, u, t) �

âåùåñòâåííàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, x � n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò,
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êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà [0, T ] ïðîèçâîäíîé. Ïðåäïîëà-

ãàåì f(x, u, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x è u è íåïðåðûâíîé ïî âñåì òð¼ì àðãóìåíòàì.

Ïóñòü m-ìåðíîå óïðàâëåíèå u ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

U =
{
u ∈ Pm[0, T ]

∣∣ ∫ T

0

(
u(t), u(t)

)
dt 6 C

}
, (6)

ãäå C � çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü òàêîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïðèíàä-

ëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé (6) è ïåðåâîäèò ñèñòåìó (3) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæå-

íèÿ (4) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (5) çà âðåìÿ T .

Ïîëîæèì z(t) = ẋ(t), z ∈ Pn[0, T ].

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

I(z, u) =
1

2

∫ T

0

(
ϕ(z, u, t), ϕ(z, u, t)

)
dt+

+ max
{

0,

∫ T

0

(
u(t), u(t)

)
dt− C

}
+

n∑
i=1

ψi(z),

ãäå

ϕ(z, u, t) = z(t)− f
(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, u, t
)
,

ψi(z) = |ψi(z)|, ψi(z) = x0i +

∫ T

0

zi(t)dt− xT i, i = 1, n,

à x0i � i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x0, xT i � i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà xT , i = 1, n.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî

Ω =
{
z ∈ Pn[0, T ]

∣∣ x0 +

∫ T

0

z(t)dt = xT
}
.

Ëåììà 2. Ôóíêöèîíàë I ñóáäèôôåðåíöèðóåì, è åãî ñóáäèôôåðåíöèàë â òî÷êå [z, u] âûðàæà-

åòñÿ ïî ôîðìóëå

∂I(z, u) =
{[
z(t)− f(x, u, t)−

∫ T

t

(∂f(x, u, τ)

∂x

)′(
z(τ)− f(x, u, τ)

)
dτ +

∑
i∈I0

ωiei +
n∑
j=1

µjej,

−
(∂f(x, u, t)

∂u

)′(
z(t)− f(x, u, t)

)
+ 2νu

] ∣∣∣ ωi ∈ [−1, 1], i ∈ I0,

µj = 0, j ∈ I0, µj = 1, j ∈ I+, µj = −1, j ∈ I−,

ν ∈ [0, 1], u ∈ U0, ν = 1, u ∈ U+, ν = 0, u ∈ U−
}
,

ãäå I+, I−, I0 è U+, U−, U0 � íåêîòîðûå èíäåêñíûå ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé

ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå îïðåäåëåíû äëÿ êàæäîé òî÷êè [z, u], ei � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Rn,

(·)′ îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè z ∈ Ω, u ∈ U , òî ôóíêöèîíàë I ñóáäèôôåðåíöèðóåì, è åãî ñóáäèôôåðåí-

öèàë â òî÷êå [z, u] âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂I(z, u) =
{[
z(t)− f(x, u, t)−

∫ T

t

(∂f(x, u, τ)

∂x

)′(
z(τ)− f(x, u, τ)

)
dτ +

n∑
i=1

ωiei,

−
(∂f(x, u, t)

∂u

)′(
z(t)− f(x, u, t)

)
+ 2νu

] ∣∣∣ ωi ∈ [−1, 1], i = 1, n, (7)

ν ∈ [0, 1], u ∈ U0, ν = 0, u ∈ U−
}
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðàâëåíèå u∗ ∈ U ïåðåâîäèëî ñèñòåìó (3) èç íà÷àëüíîãî ïîëî-

æåíèÿ (4) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (5) çà âðåìÿ T , íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè ñèñòåìû

(3) è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0n+m ∈ ∂I(z∗, u∗),

ãäå 0n+m � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Pn[0, T ]×Pm[0, T ], à âûðàæåíèå äëÿ ñóáäèôôåðåí-

öèàëà ∂I(z, u) âûïèñàíî â ôîðìóëå (7). Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ x∗(t) = x0 +

∫ t

0

z∗(τ)dτ ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîãðàììíûì äâèæåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì èñêîìîìó ïðîãðàììíîìó óïðàâëåíèþ u∗.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèîíàëà I âû÷èñëÿåòñÿ ãèïîäèôôåðåíöèàë â òî÷êå [z, u] è â åãî

òåðìèíàõ ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ìèíèìóìà.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ê èñõîäíîé çàäà÷å ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä ñóá-

äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà è ìåòîä ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà. Ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ

ìåòîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.

Â Ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì îãðàíè-

÷åíèåì íà óïðàâëåíèå è èíòåãðàëüíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà. Äëÿ ðåøåíèÿõ ýòèõ çàäà÷ ïðèìå-

íÿþòñÿ ìåòîä ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà è ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) = f(x, u, t), t ∈ [0, T ]. (8)

Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü òàêîå óïðàâëåíèå u∗ ∈ Pm[0, T ], óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó îãðàíè-

÷åíèþ ∫ T

0

(
u(t), u(t)

)
dt 6 1,

êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (8) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

x(0) = x0 (9)

â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

x(T ) = xT (10)
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è äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

I(x, u) =

∫ T

0

f0(x, ẋ, u, t)dt. (11)

Ñ÷èòàåì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗ ñóùåñòâóåò. Â ñèñòåìå (8) T > 0 � çàäàííûé

ìîìåíò âðåìåíè, f(x, u, t) � âåùåñòâåííàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, x � n-ìåðíàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà

èíòåðâàëå [0, T ] ïðîèçâîäíîé, u � m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëåíèé, êîòîðóþ ñ÷èòàåì

êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå [0, T ]. Ïðåäïîëàãàåì f(x, u, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìîé ïî x è u è íåïðåðûâíîé ïî âñåì òð¼ì àðãóìåíòàì.

Â ôóíêöèîíàëå (11) f0(x, ẋ, u, t) � âåùåñòâåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ áóäåì ñ÷è-

òàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x, ẋ è u è íåïðåðûâíîé ïî âñåì ÷åòûð¼ì àðãóìåíòàì.

Ïîëîæèì z(t) = ẋ(t), z ∈ Pn[0, T ]. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

Fλ(z, u) = I(z, u)+λΦ(z, u) = I(z, u)+λ
[
ϕ(z, u)+

n∑
i=1

ψi(z)+max
{

0,

∫ T

0

(
u(t), u(t)

)
dt−1

}]
, (12)

ãäå

ϕ(z, u) =

√∫ T

0

(
z(t)− f

(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, u, t
)
, z(t)− f

(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, u, t
))
dt,

ψi(z) =
∣∣ψi(z)

∣∣, ψi(z) = x0i +

∫ T

0

zi(t)dt− xT i, i = 1, n,

à x0i � i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x0, xT i � i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà xT , i = 1, n, λ > 0 �

íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà

Ω =
{

[z, u] ∈ Pn[0, T ]× Pm[0, T ]
∣∣ Φ(z, u) = 0

}
,

Ωδ =
{

[z, u] ∈ Pn[0, T ]× Pm[0, T ]
∣∣ Φ(z, u) < δ

}
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íàéä¼òñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ0 <∞, ÷òî ∀λ > λ0 ñóùåñòâóåò

òî÷êà [z(λ), u(λ)] ∈ Pn[0, T ]×Pm[0, T ], äëÿ êîòîðîé Fλ
(
z(λ), u(λ)

)
= inf

[z,u]
Fλ(z, u). Ïóñòü òàêæå

ôóíêöèîíàë I ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà ìíîæåñòâå Ωδ \ Ω. Òîãäà ôóíêöèîíàë (12) áóäåò

òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèåé.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà

Ω1 =
{
z ∈ Pn[0, T ]

∣∣ x0 +

∫ T

0

z(t)dt = xT
}
,

Ω2 =
{
u ∈ Pm[0, T ]

∣∣ ∫ T

0

(
u(t), u(t)

)
dt 6 1

}
,

Ω3 =
{

[z, u] ∈ Pn[0, T ]× Pm[0, T ]
∣∣ ϕ(z, u) = 0

}
.
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Ëåììà 3. Åñëè [z, u] ∈ Ω3, z ∈ Ω1, u ∈ Ω2, òî ôóíêöèîíàë Fλ ñóáäèôôåðåíöèðóåì, è åãî

ñóáäèôôåðåíöèàë â òî÷êå [z, u] âûðàæàåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂Fλ(z, u) =
{[∫ T

t

∂f0

∂x
dτ +

∂f0

∂z
+ λ
[
v(t)−

∫ T

t

(∂f
∂x

)′
v(τ)dτ +

∑
i∈I0

ωiei
]
,

∂f0

∂u
+ λ
[
−
(∂f
∂u

)′
v(t) + 2νu(t)

]] ∣∣∣ ωi ∈ [−1, 1], i = 1, n, (13)

ν ∈ [0, 1], u ∈ U0, ν = 0, u ∈ U−, v ∈ Pn[0, T ],

∫ T

0

(
v(t), v(t)

)
dt 6 1

}
,

ãäå U−, U0 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû äëÿ êàæäîé òî÷êè [z, u],

ei � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â Rn, (·)′ îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðàâëåíèå u∗ ∈ Ω2 ïåðåâîäèëî ñèñòåìó (8) èç íà÷àëüíîãî ïîëî-

æåíèÿ (9) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (10) è äîñòàâëÿëî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (11), íåîáõîäèìî,

à â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè ñèñòåìû (8) è âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà (11) è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0n+m ∈ ∂Fλ(z∗, u∗),

ãäå 0n+m � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Pn[0, T ]×Pm[0, T ], à âûðàæåíèå äëÿ ñóáäèôôåðåí-

öèàëà ∂Fλ(z, u) âûïèñàíî â ôîðìóëå (13).

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèîíàëà F âû÷èñëÿåòñÿ ãèïîäèôôåðåíöèàë â òî÷êå [z, u] è â åãî

òåðìèíàõ ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ìèíèìóìà.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ê èñõîäíîé çàäà÷å ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä ñóá-

äèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà è ìåòîä ãèïîäèôôåðåíöèàëüíîãî ñïóñêà. Ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ

ìåòîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ.

Â Ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå ñ çàäàííûìè ìíîãîçíà÷íûì

îòîáðàæåíèåì è íà÷àëüíîé òî÷êîé. Äëÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ òðåáóåòñÿ íàé-

òè ðåøåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì èíòåãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà òî÷-

íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè îïîðíîé ôóíêöèè ìíîãî-

çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì ïîëó÷åíû íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (x, t) (14)

ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = x0. (15)

Â ôîðìóëå (14) F (x, t) � çàäàííîå íåïðåðûâíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðè t ∈ [0, T ], x

� n-ìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà [0, T ]
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ïðîèçâîäíîé, T > 0 � çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êàæäîìó ìîìåíòó

âðåìåíè t ∈ [0, T ] è êàæäîé ôàçîâîé òî÷êå x ∈ Rn ôóíêöèÿ F (x, t) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

íåêîòîðûé âûïóêëûé êîìïàêò èç Rn.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ x∗ ∈ Cn[0, T ], ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì âêëþ÷å-

íèÿ (14) è óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (15), êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöè-

îíàëó

I(x) =

∫ T

0

f0(x, t)dt, (16)

ãäå f0 � çàäàííàÿ âåùåñòâåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî îáîèì àðãóìåíòàì è

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x.

Îáîçíà÷èì z(t) = ẋ(t), z ∈ Pn[0, T ]. Ââåä¼ì ôóíêöèè

l(ψ, z, t) = (z, ψ)− c(F, ψ),

h(z, t) = max
ψ∈S

max
{

0, l(ψ, z, t)
}
,

ϕ(z) =

√∫ T

0

h2(z, t)dt

è ñîñòàâèì ôóíêöèîíàë

Φλ(z) = I(z) + λϕ(z),

ãäå λ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, S � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ââåä¼ì

ìíîæåñòâî

Ω = {z ∈ Pn[0, T ] | ϕ(z) = 0},

Ëåììà 4. Åñëè îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(F, ψ) ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F (x, t) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìà ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé x, òî:

� ïðè z /∈ Ω ôóíêöèîíàë ϕ äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî è åãî ãðàäèåíò â òî÷êå z íàõîäèòñÿ

ïî ôîðìóëå

∇ϕ(z) =
h(z, t)

ϕ(z)
ψ∗(t)−

∫ T

t

h(z, τ)

ϕ(z)

∂c(F (x, τ), ψ∗(τ))

∂x
dτ,

� ïðè z ∈ Ω ôóíêöèîíàë ϕ ñóáäèôôåðåíöèðóåì è åãî ñóáäèôôåðåíöèàë â òî÷êå z íàõîäèòñÿ

ïî ôîðìóëå

∂ϕ(z) =
{
w(t)ψ(t)−

∫ T

t

w(τ)
∂c(F (x, τ), ψ(τ))

∂x
dτ
∣∣ w ∈ W, ψ(t) ∈ R(t)

}
,

R(t) =
{
ψ(t) ∈ B(0, 1) | max{0, l(ψ, z, t)} = max

ψ(t)∈B(0,1)
max{0, l(ψ, z, t)}

}
,

W = {w ∈ P [0, T ] |
∫ T

0

(
w(t), w(t)

)
dt 6 1; w(t) > 0 ∀t ∈ T0, w(t) = 0 ∀t ∈ T−},
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ãäå T0, T− � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà òî÷åê t èç îòðåçêà [0, T ], êîòîðûå îïðåäåëåíû äëÿ êàæäîé

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z, B(0, 1) � åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â ïðîñòðàí-

ñòâå Rn, ψ∗(t) ∈ S � îïðåäåë¼ííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü òî÷êà z0 ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèîíàëà I íà ìíî-

æåñòâå Ω â ìåòðèêå ρ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

Ωδ = {z ∈ Pn[0, T ] | ρ(z, z0) < δ}

òî÷êè z0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

ϕ↓(z) 6 −a < 0 ∀z ∈ Ωδ \ Ω.

Ïóñòü òàêæå ôóíêöèîíàë I ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà ìíîæåñòâå Ωδ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî λ∗, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ > λ∗ òî÷êà z0 áóäåò ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèîíàëà

Φλ â ìåòðèêå ρ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 4. Ïóñòü òàêæå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîãî-

çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F (x, t) èç (14) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

òî÷êà x∗(t) = x0 +

∫ t

0

z∗(τ)dτ óäîâëåòâîðÿëà âêëþ÷åíèþ (14) è óñëîâèþ (15) è äîñòàâëÿëà

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (16), íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàøëàñü òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Ψ(t), ÷òî

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Ψ̇(t) = −∂c(F (x∗, t),Ψ(t))

∂x
+
∂f0(x∗, t)

∂x
, (17)

(ẋ∗,Ψ(t))− c(F (x∗, t),Ψ(t)) = 0, (18)

Ψ(T ) = 0. (19)

Òåîðåìà 5 ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ çàäà÷è ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ñîîòíîøåíèÿ (17), (18) áóäóò èìåòü ìåñòî è äëÿ çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì ïðàâûì êîíöîì,

îäíàêî êîíöåâîå çíà÷åíèå Ψ(T ) äëÿ ýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå áóäåò íåíóëåâûì, òî åñòü çäåñü

(19) óæå íå áóäåò èìåòü ìåñòà.

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðàõ.

Â Ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÎÄÓ. Ýòà çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = f(x, t), t ∈ [0, T ], (20)

ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(0) = x0. (21)
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Çäåñü T � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, x � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ôàçîâûõ

êîîðäèíàò, x ∈ C1
n[0, T ], f(x, t) � çàäàííàÿ âåùåñòâåííàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, x0 ∈ Rn

� çàäàííûé âåêòîð. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (20), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ (21). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ (20), (21) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (20), (21) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ïîëîæèì z(t) = ẋ(t), z ∈ Cn[0, T ] è ââåä¼ì ôóíêöèîíàë

I(z) =
1

2

∫ T

0

(
ϕ(z, t), ϕ(z, t)

)
dt, (22)

ãäå

ϕ(z, t) = z(t)− f
(
x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ, t
)
.

Ëåììà 5. Ôóíêöèîíàë I äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî, è åãî ãðàäèåíò â òî÷êå z âûðàæàåòñÿ ïî

ôîðìóëå

∇I(z) = z(t)− f(x, t)−
∫ T

t

(∂f(x, τ)

∂x

)′(
z(τ)− f(x, τ)

)
dτ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ z∗ áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (22), íåîáõî-

äèìî, à â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

z∗(t)− f(x∗, t)−
∫ T

t

(∂f(x∗, τ)

∂x

)′(
z∗(τ)− f(x∗, τ)

)
dτ = 0n ∀t ∈ [0, T ],

ãäå 0n � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Cn[0, T ], x∗(t) = x0 +

∫ t

0

z∗(τ)dτ .

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ìèíèìóìà ê èñõîäíîé çàäà÷å ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä

íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ïðèìåðû

ðåàëèçàöèè ýòèõ ìåòîäîâ. Äîïîëíèòåëüíî èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè, êîãäà ñèñòåìà ÎÄÓ íå

ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ.

Â Çàêëþ÷åíèè äà¼òñÿ êðàòêèé îáçîð âñåé ðàáîòû ñ ïåðå÷èñëåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ è îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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