САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

На правах рукописи

ТИМОФЕЕВ Константин Алексеевич

РАЗВИТИЕ МЕТОДОВ МОНТЕ-КАРЛО ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

05.13.18 – математическое моделирование, численные методы и комплексы программ

АВТОРЕФЕРАТ диссертации на соискание учёной степени кандидата физико-математических наук

Санкт-Петербург 2008

Работа выполнена на на кафедре статистического моделирования математико-механического факультета Санкт-Петербургского государственного университета.

Научный руководитель: доктор физико-математических наук, профессор ЕРМАКОВ Сергей Михайлович

Официальные оппоненты: доктор физико-математических наук, профессор ДЕМЬЯНОВИЧ Юрий Казимирович (Санкт-Петербургский государственный университет)

кандидат физико-математических наук, инженер КУЧКОВА Ирина Николаевна (Sun Microsystems)

Ведущая организация: Санкт-Петербургский государственный политехнический университет

Защита состоится " " 2009 г. в часов на заседании совета Д 212.232.51 по защите докторских и кандидатских диссертаций при Санкт-Петербургском государственном университете по адресу: 198504, Санкт-Петербург, Петродворец, Университетский пр., 28, математико-механический факультет, ауд. .

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке им. Горького Санкт- Петербургского государственного университета по адресу: 199034, Санкт- Петербург, Университетская наб., д.7/9.

Автореферат разослан " " 200 г.

Ученый секретарь

диссертационного совета Даугавет И. К.

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Множество прикладных задач физики, биологии, химии, социологии и других дисциплин связаны с необходимостью численного решения систем нелинейных уравнений большой размерности, получаемых в результате сеточных аппроксимаций исходных уравнений. Например, уравнение Больцмана, описывающее динамику разреженного газа, уравнение Навье-Стокса, описывающее движение вязкой жидкости, являются нелинейными уравнениями, явное решение которых в подавляющем числе практически интересных случаев найти не удается.

Сложность решаемых задач диктует требования к вычислительным ресурсам. В настоящее время все большую популярность приобретают многопроцессорные вычислительные системы. Для эффективного использования ресурсов таких систем алгоритмы расчета должны обладать свойством параллелизма. В то время как многие детерминистические методы не позволяют эффективно использовать вычислительные ресурсы многопроцессорных систем или требуют для этого применение сложных процедур, алгоритмы Монте-Карло, как правило, легко поддаются модификации, позволяющей распараллелить процесс расчетов. Исследования, проведенные в рамках диссертации, направлены на разработку методов Монте- Карло, использующих порядка 100% имеющихся вычислительных ресурсов. Такие методы можно применять при больших размерностях решаемых уравнений в случаях, когда высокая точность вычислений не требуется.

Актуальность тематики обусловлена, в частности, тем, что, как показано в работе [1], с ростом размерности задачи использование методов Монте-Карло для решения линейных уравнений в ряде случаев становится более предпочтительным, чем использование детерминистических методов.

Исследованию вопроса применения методов Монте-Карло для решения нелинейных уравнений посвящено достаточно много работ различных авторов (см., например, работы Ермакова С.М. и Дж. Холтона).

Один из способов построения методов Монте-Карло заключается в моделировании физических процессов, описываемых уравнением. Классическим примером такого подхода является метод Берда для решения уравнения Больцмана.

В качестве другого подхода можно указать рандомизацию детерминистических методов. Примером применения такого подхода является рандомизированный метод Ньютона, предлагаемый в [4].

В диссертации предлагается новый метод Монте-Карло решения алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью, являющийся аналогом метода Берда. Доказывается теорема о достаточных условиях сходимости оценок к точному решению в смысле вторых моментов. Показывается возможность использования как мелкозернистого, так и крупнозернистого параллелизма при построении оценок.

На примерах демонстрируется, что несмотря на неэффективность детерминистического аналога предлагаемого метода, сам метод может оказаться более эффективным, чем, например рандомизированный метод Ньютона, предлагаемый в [4]. Теоретически показывается также, что в случае решения уравнений большой размерности с разреженными коэффициентами предлагаемый метод может иметь меньшую трудоемкость, чем детерминистический метод Ньютона, при получении оценок с заданной погрешностью.

Для исследования свойств методов Монте-Карло предназначенных для решения уравнений с квадратичной нелинейностью и основанных на методах последовательной линеаризации, а также для их сравнения, разработан специальный программный комплекс.

Далее в диссертации предлагаются способы рандомизации метода Эйлера решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений, применимые для решения широкого класса задач. Доказывается, что при определенных условиях, математическое ожидание отклонения строящейся оценки от точного решения и математическое ожидание квадрата отклонения оценки от точного решения имеют нормы, пропорциональные шагу по времени (и, следовательно, могут быть сделаны сколь угодно малыми).

Строящиеся методы обладают рядом параметров. В диссертации сформулированы и доказаны теоремы о локально оптимальном выборе этих параметров. Также предлагается практический прием последовательного выбора параметров, близких к локально-оптимальным.

Теоретически и практически показывается возможность использования как мелкозернистого, так и крупнозернистого параллелизма при построении оценок.

В рамках диссертации был разработан программный комплекс, реализующий предлагаемый метод для решения уравнения Навье-Стокса, описывающего движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерном и трехмерном случаях. При помощи разработанного комплекса были подтверждены теоретические выводы о сходимости метода и возможности параллельных расчетов. Было показано также, что применение предлагаемого метода может существенно сократить время расчетов решения за счет уменьшения точности результата.

Целью диссертационной работы является разработка новых методов Монте-Карло для решения нелинейных уравнений, предназначенных для работы на параллельных вычислительных системах, теоретическое и экспериментальное исследование их свойств. Для достижения цели необходимо создать ряд программных комплексов, реализующих эффективные с точки зрения использования ресурсов алгоритмы. Разработанные программные комплексы должны способствовать быстрому знакомству со свойствами предлагаемых методов и должны обладать возожностью модификации для решения новых задач.

Методы исследования. Для исследования свойств предлагаемых методов используются приемы теории численных методов, методы функционального анализа, теория вероятностей, теория обыкновенных дифференциальных уравнений и общая теория методов Монте-Карло. Программирование осуществляется в среде C++ Builder.

Достоверность и обоснованность результатов подтверждена доказанными теоремами и проведенными многочисленными вычислительными экспериментами. Результаты численных экспериментов приведены в диссертации.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми, в частности:

1. Построенный метод Монте-Карло решения алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью является новым.

2. Построенный метод Монте-Карло решения задачи Коши для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений является новым.

3. Разработанные алгоритмы применения предлагаемых методов на параллельных вычислительных системах являются новыми.

4. Составлены новые программные модули и созданы удобные оболочки для изучения особенностей применения предлагаемых методов, что позволяет эффективно их применять и исследовать.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретический характер и имеет практический интерес. Она может быть использована как в обучающих так и в исследовательских целях. Разработанные новые методы и теоретические подходы их исследования могут послужить базой для создания и исследования новых методов Монте-Карло решения аналогичных задач. Полученные результаты могут найти практическое применение при решении любых задач, связанных с алгебраическими уравнениями с квадратичной нелинейностью, системами нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, часто встречающихся в задачах математической физики.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на семинарах кафедры статистического моделирования математико-механического факультета СПбГУ, на всероссийской конференции по вычислительной математике КВМ-2007 (18-20 июня 2007 г. Академгородок, Новосибирск, Россия). Тезисы доклада опубликованы в программе конференции MCQMC’08 (6-11 июля 2008, Монреаль, Канада).

Работа над диссертацией была поддержана грантом РФФИ (N01-05- 00865а).

Публикации. По теме диссертации опубликовано три работы, перечисленные в конце автореферата. Статьи [6] и [7] опубликованы в журналах, входящих в перечень ВАК по специальности 05.13.18. В статье [7] автору диссертации принадлежит третий раздел, посвященный решению эволюционных уравнений методами Монте-Карло. В статье [8] автору диссертации принадлежат третий раздел (результаты теоретического исследования метода искусственного хаоса в случае алгебраических уравнений) и четвертый раздел, посвященный разработке алгоритма метода и решению с его помощью уравнения Навье-Стокса.

Структура и объем работы. Диссертация объемом 157 страниц состоит из четырех глав, разбитых на разделы и параграфы, списка иллюстраций, списка таблиц и списка литературы. Содержит 14 таблиц, 12 рисунков и список цитируемой литературы.

2. СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, определена концепция работы, обосновывающая ее научную новизну и практическую значимость, сформулированы цели и задачи (решение алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью и решение задачи Коши для систем ОДУ), указаны методы исследования, приведена краткая аннотация всех глав диссертации.

В первой главе дается обзор некоторых известных методов решения поставленных задач. Кратко приводятся описания и основные свойства следующих методов:

- метод сжимающих отображений;

- метод Ньютона и квази метод Ньютона;

- метод последовательных линеаризаций;

- рандомизированный метод Ньютона для решения нелинейных алгебраических уравнений;

- методы Эйлера и Рунге-Кутта.

В главе показывается, что в то время, как метод Ньютона обладает квадратичной скоростью сходимости, его рандомизированный аналог, предложенный в работе [4], обладает лишь линейной скоростью сходимости, но меньшей трудоемкостью. Следовательно, можно ожидать, что существуют детерминистические методы с линейной скоростью сходимости, рандомизированные аналоги которых не будут уступать рандомизированному методу Ньютона как по скорости сходимости, так и по трудоемкости.

Что касается метода Эйлера, показывается, что от его рандомизированного аналога следует ожидать сокращения времени расчетов при увеличении погрешности.

Вторая глава посвящена итерационным методам решения нелинейных алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью, использующих линеаризацию (на каждом их шаге решается система линейных алгебраических уравнений).

Рассматриваются следующие методы:

- рандоминизрованный метод Ньютона;

- рандомизированный метод последовательных линеаризаций;

- рандомизированный метод искусственного хаоса (см. далее в этом разделе).

Метод искусственного хаоса был предложен в работе [8] как аналог методов, основанных на распространении хаоса, используемых в газовой динамике.

Рассмотрим систему уравнений относительно x ∈ R^r

x_i = f_i + r� j=1 a_{ij} x_j + r� j,k=1

b_{ijk}x_j x_k, i = 1, . . . , r. (1)

Пусть x = (x_1, . . . , x_r) ∈ R^r — решение этой системы уравнений. Домножая систему (1) слева и справа на x_l, l = 1, . . . , r, получаем систему

y_{il} = f_ix_l + r� j=1 a_{ij} y_{jl} + x_l r� j,k=1

b_{ijk}y_{jk}, y_{il} = x_ix_l, i, l = 1, . . . , r.

В ряде случаев оказывается, что решению y = ‖y_{ij} ‖^r_{i,j=1} построенной системы соответствует решение x исходной системы. Можно строить следующий итерационный процесс нахождения решения:

1) выбирается начальное приближение x^0, полагается n = 0;

2) решается линейное относительно y^{n+1} уравнение

y^{n+1}_{il} = f_ix^n_l + r� j=1 a_{ij} y^{n+1}_{jl} + x^n_l r� j,k=1

b_{ijk}y^{n+1}_{jk} ; (2)

3) полагается x^{n+1} = ψ(y^{n+1}), где ψ = (ψ_1, . . . , ψ_r) : R^{2r} → R^r — некоторое отображение;

4) значение n увеличивается на единицу и повторяются шаги 2-3 до срабатывания некоторого критерия остановки.

В диссертации предлагается несколько способов расчета x^{n+1} при известном значении y^{n+1}. Например в случае, когда относительно решения x

известно, что^r � i=1 x_i > 0, можно брать

ψ_i(y) = 1 2 r� j=1 (y_{ij} + y_{ji})

�^r�

j,k=1

y_{jk}

�_{−1/2} , i = 1, . . . , r. (3)

Доказана следующая теорема, описывающая достаточное условие сходимости метода.

Теорема 1. (О сходимости метода искусственного хаоса) Пусть выполняются следующие условия:

1) для y ∈ R^{2r} построим ε ∈ R^{2r} следующим образом: ε_{ij} = y_{ij} − x_ix_j , i, j = 1, . . . , r. Пусть существует такая константа c_0 > 0, что для всех ‖ε‖ < c_0 отображение ψ : R^{2r} → R^r (см. шаг 3 алгоритма) представимо в виде ψ(y) = x + Lε + O(‖ε‖^2), где L : R^{2r} → R^r — некоторое линейное отображение;

2) существует оператор (I − K_1 − K_2)^{−1} , где операторы K_1 : R^{2r} → R^{2r}, K_2 : R^{2r} → R^{2r} определяются выражениями

(K_1y)_{ij} = r� k=1 a_{ik}y_{kj} , (K_2y)_{ij} = r� k,l=1

b_{ikl}x_j y_{kl}, i, j = 1, . . . , r;

3) w := ‖(I − K_1 − K_2)^{−1} ‖‖L‖‖(I − K_3)x‖ < 1, где L — линейный оператор из условия 1, оператор K_3 : R^r → R^r определяется выражением

(K_3x)_i =^r � k=1 a_{ik}x_k, i, j = 1, . . . , r.

Тогда для любого δ, 0 < δ < 1 − w, существует такое малое число ρ > 0, что для всех векторов x^0 ∈ R^r таких, что ‖x − x^0‖ < ρ будет выполняться ‖x^n − x‖ → 0 при n → ∞. При этом скорость сходимости будет линейной: ‖x^n − x‖ ≤ (w + δ)‖x^{n−1} − x‖.

При этом доказывается, что, в частности, преобразование (3) удовлетворяет первому условию теоремы.

Важно отметить, что размерность линейного уравнения (2), решаемого на втором шаге алгоритма, равна r^2, что является препятствием на пути его решения детерминистическими методами. Тем не менее при решении этого линейного уравнения методами Монте-Карло и при использовании на третьем шаге преобразования (3) метод становится сравнимым по трудоемкости и требованиям к памяти с рандомизированным методом Ньютона, так как достаточно оценивать значения r+1 линейного функционала от решения.

В главе приводится и доказывается теорема, которая показывает, что при выполнении ряда условий оценки, получаемые рандомизированным методом искусственного хаоса, сходятся в смысле вторых моментов к точному решению (математические ожидания квадратов отклонений компонент оценок от соответствующих компонент решения стремятся к нулю). В автореферате теорема не приводится из-за громоздкости ее формулировки. Эта теорема показывает, что при расчетах рандомизированным методом искусственного хаоса можно успешно применять как мелкозернистый параллелизм (за счет применения методов Монте-Карло для оценок решения СЛАУ (2)), так и крупнозернистый — за счет усреднения оценок после нескольких итераций.

Была проделана работа по разработке эффективного алгоритма моделирования оценок по столкновениям и поглощению применительно к решаемой задаче, были применены различные методы уменьшения дисперсии и был проработан вопрос локальной оптимизации процесса моделирования вспомогательных дискретных распределений. Алгоритм построения оценок приводится в тексте диссертации. Теоретическое исследование его трудоемкости показало, что при решении уравнений большой размерности с фиксированной точностью рандомизированный метод искусственного хаоса может оказаться более предпочтительным, чем детерминистический метод Ньютона.

В главе осуществляется экспериментальное сравнение указанных в начале раздела методов. На основании исследования установлено, что приведенные методы могут эффективно применяться только при решении определенных классов уравнений и при этом их сравнительная эффективность зависит, в том числе, от количества усредняемых на каждой итерации оценок СЛАУ (см. рисунок 1).

Рис 1. Зависимость нормы невязки от числа траекторий на одном из примеров

В частности, демонстрируется, что применение рандомизированного метода искусственного хаоса в ряде случаев более предпочтительно, чем применение прочих рандомизированных методов.

В третьей главе рассматриваются методы Монте-Карло решения эволюционных уравнений, основанные на методе Эйлера.

Одним из распространенных методов решения эволюционных уравнений является сведение их к системам обыкновенных дифференциальных уравнений вида

∂v(t) ∂t = f(t, v), v(0) = v^0, t ≥ 0, (4)

где v(t) = (v_1(t), . . . , v_m(t))^T , f(t, v) = (f_1(t, v), . . . , f_m(t, v))^T . Отображение f может быть конечно-разностной аппроксимацией дифференциального оператора в частных производных. Часто в практически интересных случаях число m превосходит 10^6.

Если для решения системы (4) используются методы типа Эйлера или Рунге-Кутта, то каждый шаг по времени требует одного или нескольких вычислений значения вектора f(t, v). В случае функций f сложного вида и в случаях большой размерности m решаемой системы, это предъявляет большие требования к вычислительным системам и требует разработки специальных приемов распараллеливания. Прием, описанный ниже (рандомизация), позволяет в ряде случаев уменьшить вычислительную работу и указать простую процедуру распараллеливания алгоритма.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (4). Для этого уравнения метод Эйлера заключается в построении оценок v^n величин v(△tn), n ∈ N вида

v^{n+1} = v^n + △tf(△tn, v^n). (5)

Предлагается строить случайные оценки ^v^{n+1} в виде

^v^{n+1} = ^v^n + △t ^f(△tn, ^v^n), n ≥ 0, (6)

где ^v^0 = v^0, ^f(t, v) — семейство случайных векторов, удовлетворяющих условию E ^f(t, v) ≈ f(t, v) (смысл приближенного равенства уточняется в тексте диссертации).

Если удается выбрать семейство случайных векторов ^f так, что время моделирования правой части выражения (6) меньше времени расчета правой части (5), то достигается выигрыш по скорости расчетов. При этом, во-первых, случайные оценки ^v^n оказываются смещенными относительно оценок v^n и относительно решения v(△tn) исходного уравнения, и, во-вторых, возникает необходимость исследования поведения ковариационных матриц оценок.

Процесс построения оценок легко распараллеливается. Если для расчетов использовать L вычислителей с независимыми датчиками случайных чисел, то можно в L раз уменьшить дисперсии компонент оценки путем усреднения L независимых оценок ^v^n, построенных для фиксированного n на этих вычислителях (крупнозернистый параллелизм). При этом можно строить доверительные интервалы для оценок. Можно проводить также усреднение оценок на каждом шаге n (мелкозернистый параллелизм). Очевидно, что при расчетах обоими способами можно добиться использования до 100% вычислительных ресурсов параллельной вычислительной системы.

Такой подход исследовался ранее в работах Некруткина В.В., Голяндиной Н.Э., Тура Н.И. и др (см., например, [5]). В этих работах приводятся, в том числе, достаточные условия сходимости оценок к точному решению и исследуется скорость сходимости для некоторых случаев. Исследования проводились для так называемых (n,k)-частичных процессов, которые предназначены, в основном, для решения уравнений в мерах. В настоящей главе предложена и исследована оценка, применимая для решения широкого класса нелинейных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим семейство случайных векторов с параметрами z, t и v

ξ^{(z)}(t, v) = g_z(‖v‖)f_α (t, v) p_α (t, v) e_α , (7)

где вектор p(t, v) = (p_1(t, v), . . . , p_m(t, v)) при фиксированных t ∈ [0, T ] и v ∈ R^m задает распределение на {1, . . . , m}, α — случайная величина с распределением p(t, v), e_i — i-й единичный орт размерности m, функция g_z(y) : [0, ∞) → [0, ∞) при фиксированном z > 0 определяется выражени- ем g_z(y) = � � � 1 , y < z; 2(y − z)^3 − 3(y − z)^2 + 1 , z ≤ y < z + 1; 0 , y ≥ z.

Доказана следующая теорема:

Теорема 2. Допустим, что на отрезке t ∈ [0, T ] у уравнения (4) существует единственное решение v(t). Обозначим c_1 := ‖v(t)‖_{C[0,T ]}. Пусть при этом f(t, v) при t ∈ [0, T ] дважды непрерывно дифференцируема по второй переменной для всех v таких, что ‖v‖ ≤ c_1.

Пусть существует такая константа c_2, что для всех i = 1, . . . , m выполняется p_i(t, v) ≥ c_2g_{2c1} (‖v‖)|f_i(t, v)| или

p_i(t, v) ≥ c_2g_{2c1} (‖v‖)|f_i(t, v)|/^m � j=1 |f_j (t, v)|.

Рассмотрим последовательность случайных векторов ν^n, n ≥ 0, строящихся по формулам

ν^{n+1} = ν^n + τξ^{(2c1)}(△tn, ν^n), n ≥ 0, ν^0 = v^0.

Тогда равномерно по t ∈ [0, T ] при △t стремящихся к нулю выполняется:

1) ‖Eν^{⌊t/△t⌋} − v(t)‖ = O(△t);

2) ‖cov ν^{⌊t/△t⌋}‖ = O(△t) (здесь cov обозначает ковариационную матрицу случайного вектора);

3) ‖E(ν^{⌊t/△t⌋} − v(t))(ν^{⌊t/△t⌋} − v(t))^T ‖ = O(△t).

То есть скорость сходимости предлагаемого варианта рандомизированного метода Эйлера в этом случае имеет тот же порядок, что и у детерминистического метода Эйлера.

Для оценки (7) в диссертации доказываются утверждения об оптимальных параметрах и приводятся алгоритм выбора параметров близких к оптимальным, который может быть использовать при практических расчетах.

Также приводится класс оценок, применимых для решения уравнения (4), функция f(t, v) в правой части которого квадратично нелинейна по v. Для этого класса оценок доказывается утверждение, аналогичное теореме 2. Глава 4. Метод, результаты теоретического исследования которого приведены в главе 3, лег в основу программного комплекса, предназначенного для численного исследования его свойств на примере уравнения Навье-Стокса, описывающего движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерном и трехмерном случаях. Рассматривался как общий случай уравнения, так и вариант с искусственной сжимаемостью. Решение уравнения осуществлялась в естественных координатах (см. [2] и [3]).

Комплекс состоит из нескольких компонент: средств расчета и средств визуализации. Их подробное описание приводится в тексте диссертации.

Результаты, приводимые в главе, численно подтверждают справедливость утверждений, приведенных в третьей главе. В том числе, демонстрируется сходимость метода в разных смыслах и подтверждается характер зависимости скорости сходимости от шага по времени.

Если в случае дискретного по y уравнения (4) под сложностью расчетов понимать число компонент вектор-функции f, которое нужно рассчитать для нахождения оценки решения на очередном шаге по времени, то показано, что с уменьшением шага по времени можно, при некоторой потере точности, получить существенный выигрыш по трудоемкости (вплоть до m раз, где m — размерность решаемого уравнения).

Также в главе приводится описание параллельных процедур расчета, и даются некоторые практические рекомендации. Показана важность исследования вопроса стохастической устойчивости при исследовании вопроса использования метода на параллельных вычислителях. Показано, в частности, что использование L процессоров при выполнении ряда условий позволяет примерно в L раз увеличить скорость расчетов при практически неизменной точности.

Наконец, приводятся примеры успешного расчета решения уравнения Навье-Стокса на достаточно мелкой сетке (размерность решаемой системы уравнений оказывается равной 3 · 10^6).

На рисунках 2 и 3 приводятся примеры расчета разработанными методами решения уравнения Навье-Стокса, описывающего движение вязкой несжимаемой жидкости в двумерной квадратной и трехмерной кубической кавернах с одной подвижной стенкой.

Рис 2. Линии тока (двумерный случай, Re = 2000)

Рис 3. Линии тока, проходящие сквозь плоскости z = 0.45 и z = 0.55

В силу возрастающего интереса к методам квази Монте-Карло, интерес представляет также вопрос целесообразности применения квазислучайных чисел Холтона вместо псевдослучайных чисел при расчетах предлагаемыми методами. В рамках диссертации было проведено численное исследование, показывающего целесообразность применения методов квази Монте-Карло при решении уравнения Навье-Стокса. Оказалось, что получаемые при использовании квази-случайных чисел результаты немного точнее, чем результаты, получаемые классическими методами Монте- Карло.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На защиту выносятся следующие положения.

1. Построен новый метод Монте-Карло решения алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью, который в ряде случаев оказывается эффективнее известных в настоящее время методов Монте- Карло (в том числе, метода, предложенного Холтоном в работе [4]). Доказана теорема о его сходимости. В случае построения с заданной точностью оценок решений уравнений большой размерности с разреженными коэффициентами, предлагаемый метод может оказаться эффективнее детерминистического метода Ньютона.

2. Проведен сравнительный анализ ряда рандомизированных аналогов детерминистических итерационных методов для решения алгебраических уравнений с квадратичной нелинейностью, и показано, что относительная эффективность детерминистических методов не гарантирует эффективности их рандомизированных аналогов.

3. Построен новый метод Монте-Карло решения задачи Коши для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. Доказаны теоремы о его сходимости и выведены локально оптимальные параметры метода. Составлены эффективные алгоритмы, реализующие метод.

4. Создан программный комплекс, позволяющих производить исследование разработанного метода Монте-Карло решения ОДУ. Многочисленные вычислительные эксперименты, проведенные при помощи этого комплекса, подтверждают теоретические выводы.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Ermakov S.M. Danilov D.L., Halton J. Asymptotic complexity of Monte-Carlo methods for solving linear systems // Journ. of statistical planning and inference. 85 (2000)N 1-2, 5-18. ed.V.Melas. Special issue. St.Petersburg State Univ. St. Petersburg, Russia.

[2] Р. Темам. Уравнения Навье-Стокса. -М.: Мир. 1981.

[3] Андерсон Д., Таннехилл Дж., Плетчер Р. Вычисл. гидродинамика и теплообмен. В 2-х т. - М., Мир, 1990

[4] Halton Jh. Sequential Monte Carlo Techniques for Solving Non-Linear Systems // Monte Carlo Methods and Appl. 2006. Vol. 12. P. 113–141.

[5] В.В.Некруткин, Н.И Тур. К обоснованию схемы прямого статистического моделирования течений разреженных газов // Журнал вычислит. математики и матем. физики, 29, 9, стр. 1380-1391. 1989.

СПИСОК ПУБЛИКАЦИЙ АВТОРА

[6] Тимофеев К.А. Об одном классе методов Монте-Карло для решения уравнений с квадратичной нелинейностью.// Вестн. С.-Петербург. унта, СПб., Изд. СПбГУ, серия 10, вып. 3, с. 105 - 110, 2008.

[7] Ермаков С.М., Тимофеев К.А., Рукавишникова А.И. О некоторых стохастических и квазистохастических методах решения уравне-ний. Вестн. С.-Петербург. ун-та, СПб., Изд. СПбГУ, сер. 1, вып. 4, с. 75-85, 2008.

[8] Калошин И.В., Ермаков С.М., Тимофеев К.А. Метод искусственного хаоса для решения методом Монте-Карло уравнений с квадратичной нелинейностью // Математические модели. Теория и приложение. Сб. науч. cтатей. под ред. Чиркова М.К., С-Пб., вып. 7, с. 3-20, 2006.