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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

À ê ò ó à ë ü í î ñ ò ü ò å ì û
Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíò-

íûõ ïîâåðõíîñòåé íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëè-
íåéíàÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ñèñòåìû òàêîãî âèäà áûëè âïåðâûå
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ëóáèõà [4], Ìîíàêîâà [5] è Èëüèíà [1, 2] â ñâÿçè
ñ çàäà÷åé î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé è ïðèíöèïîì ñâå-
äåíèÿ. Â ðàáîòå [1] â ÷àñòíîñòè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ó êâàçèïåðèîäè÷åñêîé
ñèñòåìû îïðåäåëåííîãî âèäà ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíûé òîð, íî äåòàëüíûé
àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òîðà íå ïðîâîäèëñÿ è âîïðîñû
ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì íå ðàññìàòðèâàëèñü. Íàñòîÿùàÿ
äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýòèõ âîïðîñîâ. Ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíûé
àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíîãî òîðà, äîêàçû-
âàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé îïðåäåëåííîãî âèäà, êî-
òîðûå îáðàçóþò ðàññëîåíèå â îêðåñòíîñòè òîðà, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î
ñîõðàíåíèè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òîðà ïðè ìà-
ëûõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå âîïðîñû î ïîâåäå-
íèè ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîäðîáíî èçó÷åíû
òîëüêî äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì,
ó êîòîðûõ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, ñòàíäàðòíûå
ìåòîäû ïîèñêà èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé, èñïîëüçóþùèå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè Ãðèíà, îêàçûâàþòñÿ íåïðèãîäíûìè, ïîýòîìó íóæ-
íî èñïîëüçîâàòü áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Òàêèå îïåðàòîðíî-ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ìåòîäû, â îñíîâå êîòîðûõ îñíîâå ëåæèò òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà, ðàçðàáîòàíû â ðàáîòàõ [7, 2, 4, 5]. Äèññåðòàöèÿ
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ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ â âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðà-
áîòàõ.

Ö å ë ü ð à á î ò û
Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíîãî òîðà ñó-

ùåñòâåííî íåëèíåéíîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñòðîèòü èíâàðè-
àíòíîå ðàññëîåíèå â îêðåñòíîñòè äàííîãî èíâàðèàíòíîãî òîðà. Ðàññìîòðåòü
âîïðîñ î ñîõðàíåíèè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òîðà
ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåìû.

Ì å ò î ä û è ñ ñ ë å ä î â à í è ÿ
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññëîåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîä ëî-

ãàðèôìè÷åñêèõ íîðì Ëîçèíñêîãî, ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêà, òåõíèêà
âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ è òåõíèêà, ðàçðàáîòàííàÿ Â.À. Ïëèññîì
[7] ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèíöèïà ñâåäåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â îêðåñòíîñòè òîðà, ïðèìåíÿ-
þòñÿ îïåðàòîðíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, ðàíåå ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ
[6, 2, 4, 5]. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè
èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ, ïðèìåíÿåìàÿ â ëèíåéíîì
ñëó÷àå, è ìåòîä íîðì Ëîçèíñêîãî.

Í à ó ÷ í à ÿ í î â è ç í à
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Âûäåëèì îñíîâíûå èç

íèõ.
1. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâîé ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíîé ïîâåðõ-

íîñòè â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû
ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûé ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

2. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ íà òîðå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòî ðåøåíèå, òàêàÿ, ÷òî
ëþáîå ðåøåíèå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê äàííîìó ðåøåíèþ íà òîðå
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ïðè t −→ +∞.
3. Äîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íà

òîðå, íå ïåðåñåêàþòñÿ.
4. Äîêàçàíî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè òîðà, ïðîõîäèò îäíà èç òàêèõ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé.

5. Èç ïóíêòîâ 2,3,4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ â
îêðåñòíîñòè òîðà.

6. Äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíà ñî ñâîèì âîçìóùåíèåì â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî èíâà-
ðèàíòíîãî òîðà â ñëó÷àå, êîãäà òîð ñîñòîèò èç òî÷åê ïîêîÿ.

Ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê à ÿ è
ï ð à ê ò è ÷ å ñ ê à ÿ ö å í í î ñ ò ü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
èíâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ â îêðåñòíîñòè òîðà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì íà
ïóòè èçó÷åíèÿ ëîêàëüíîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû â îêðåñòíîñ-
òè òîðà. Åñëè ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ñèñòåìû ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé ñèëü-
íî ìåíÿåòñÿ, òî òàêàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìîäåëüþ äëÿ ðåàëüíîãî
ïðîöåññà, ò.ê. ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äàííûå ïîäáèðàþòñÿ ïðèáëèæåííî,
ïîýòîìó èçó÷åíèå âîïðîñà óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé
ïðè âîçìóùåíèè ñèñòåìû èìååò âàæíóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü.

À ï ð î á à ö è ÿ
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà çàñåäàíèè Ãîðîäñêîãî ñåìèíà-

ðà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (ðóêîâîäèòåëü ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò
ÐÀÍ Â.À. Ïëèññ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008). Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóá-
ëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [8-10]. Â ðàáîòàõ [9, 10] Þ.À. Èëüèíó ïðèíàäëåæèò
ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ; ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïðî-
âåäåíà àâòîðîì. Ñòàòüÿ [8] îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü
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ÂÀÊ íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè.

Ñ ò ð ó ê ò ó ð à è î á ú å ì ð à á î ò û
Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 70 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 6 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû
èç 38 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ãëàâå 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= P (x) + Q(x, ϕ),

dϕ

dt
= a(x, ϕ),

(1)

ãäå x ∈ Rn, ϕ ∈ Rm, âåêòîð-ôóíêöèè P , Q è a íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, Q è a ÿâëÿþòñÿ 2π− ïåðèîäè÷íûìè ïî ϕj,

j = 1, ..., m, ãäå ϕ = (ϕ1, ..., ϕm). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

P (0) = 0, (2)

γ∗(P ′
x(x)) ≤ −λ||x||k, (3)

||Q′
x,ϕ(x, ϕ)|| ≤ l||x||k+1, (4)

||a′x,ϕ(x, ϕ)|| ≤ l||x||k+1, (5)

ãäå λ > 0, l ≥ 0, k ≥ 0, ||x|| è ||ϕ|| - ïðîèçâîëüíûå íîðìû â Rn è Rm,
||(x, ϕ)|| def

= max(||x||, ||ϕ||), ìàòðè÷íûå íîðìû ïîíèìàþòñÿ êàê îïåðàòîð-
íûå.×åðåç γ∗(A) äëÿ (n × n) ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ âåðõíÿÿ íîðìà Ëî-
çèíñêîãî (ñì. [3]), òî åñòü

γ∗(A) = lim
h→+0

(‖E + hA‖ − 1)

h
,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ïðè âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ðàáîòå [1] áûëà äîêàçàíà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2l < λ, òî ñèñòåìà (1) èìååò
åäèíñòâåííûé èíâàðèàíòíûé òîð, ïðåäñòàâèìûé â âèäå

x = u(ϕ),

ãäå ôóíêöèÿ u(ϕ) ÿâëÿåòñÿ 2π−ïåðèîäè÷åñêîé ïî ϕj è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

||u(ϕ1)− u(ϕ2)|| ≤ L∗||ϕ1 − ϕ2|| (6)
c êîíñòàíòîé L∗ =

2l

λ− l
. Ýòîò òîð óñòîé÷èâ â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêîå

ðåøåíèå íà÷èíàþùååñÿ â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè, ñòðåìèòñÿ ê íåìó
ïðè t → +∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d = min
||s1||=1,||s2||≤1

1∫

0

||s1θ + s2(1− θ)||kdθ.

Â äèññåðòàöèè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1) óäîâëåò-
âîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ.
Óñëîâèå À. Ïóñòü zi(t) = (xi(t), ϕi(t)) - äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) òàêèå,
÷òî ||xi(t0)|| ≤ ε0, ãäå ε0 <

λd(k + 1)

2l
. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ α(t),

íå çàâèñÿùàÿ íè îò t0, íè îò xi(t0), ÷òî

||a(x1(t), ϕ1(t))− a(x2(t), ϕ2(t))|| ≤ α(t)||∆z(t)|| (7)

äëÿ òåõ t ≥ t0, ïðè êîòîðûõ ||xi(t)|| ≤ ε0, ãäå ∆z(t) = z1(t)−z2(t), ||∆z|| =
max{||∆x||, ||∆ϕ||}; ïðè÷åì

∞∫

t0

α(t)dt ≤ Cα < ∞.

Â ãëàâå 1 ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå À âûïîëíÿåòñÿ ïðè Q(0, ϕ) = 0.
Â ãëàâå 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè À â îêðåñòíîñòè äàííîãî èíâà-

ðèàíòíîãî òîðà ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå, òî åñòü âåðíû ñëåäó-
þùèå òðè óòâåðæäåíèÿ:
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Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ íà òîðå x = u(ϕ) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòî ðå-
øåíèå, òàêàÿ, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê
äàííîìó ðåøåíèþ íà òîðå ïðè t −→ +∞.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íà
òîðå, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òîðà, ïðîõîäèò îäíà èç ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñ-
òåé, îïèñàííûõ â óòâåðæäåíèè 1.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïåðèîäè÷íîñòè è íåïðåðûâíîñòè Q ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå, ÷òî

||Q(0, ϕ)|| ≤ M. (8)

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè èç óòâåðæäåíèÿ 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 1 è óñëîâèå À. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì M è ε0 <

λd(k + 1)

2l
äëÿ

ëþáîãî ðåøåíèÿ z0(t) = (u(ϕ0(t)), ϕ0(t)) íà òîðå x = u(ϕ) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Tz0

, çàäàâàåìàÿ óðàâ-
íåíèåì

ϕ = hz0
(x, t), (9)

ãäå hz0
: {(x, t) : ||x|| ≤ ε0, t ∈ R} → Rm åñòü íåïðåðûâíàÿ ïî ñâîèì

àðãóìåíòàì âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R è âñåõ x1 è x2

èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ h âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

hz0
(u(ϕ0(t)), t) = ϕ0(t), ||hz0

(x1, t)− hz0
(x2, t)|| ≤ ||x1 − x2||.

Áîëåå òîãî äëÿ ëþáîãî L ∈ (0, 1] ìîæíî óêàçàòü òàêèå M = M(L) è
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ε(L) > 0, ÷òî åñëè ||Q(0, ϕ)|| ≤ M(L) è ||x1||, ||x2|| ≤ ε(L), òî

||hz0
(x1, t)− hz0

(x2, t)|| ≤ L||x1 − x2||.
Ëþáîå ðåøåíèå z(t), íà÷èíàþùååñÿ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê
ðåøåíèþ z0(t) ïðè t −→ +∞ òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
||z(t)− z0(t)|| ≤
≤ ||z(t0)− z0(t0)||

[
1 + k

2k

(
λd− lε0

k+1

) ||z(t0)− z0(t0)||k(t− t0)
]− 1

k , t ≥ t0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ z0(t) = (u(ϕ0(t)), ϕ0(t)) íà òîðå x = u(ϕ), äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîâåðõíîñòè äëÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ïî-
ëó÷åííîé èç èñõîäíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ

y(t) = x(t)− u(ϕ0(t)), ψ(t) = ϕ(t)− ϕ0(t), τ = −t, (10)

ïåðåâîäÿùåé ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå íà òîðå â íóëåâîå. Ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ íóëåâîãî
ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû




dy

dτ
= −




1∫

0

P ′
y(u(ϕ0(−τ)) + θy)dθ


 y −H(y, ψ),

dψ

dτ
= −b(y, ψ),

(11)

ãäå
H(y, ψ) = Q(y + u(ϕ0), ψ + ϕ0)−Q(u(ϕ0), ϕ0),

b(y, ψ) = a(y + u(ϕ0), ψ + ϕ0)− a(u(ϕ0), ϕ0).
(12)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäó-
þùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε1 > 0 ñèñòåìà (11) èìååò åäèíñò-
âåííóþ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü, ïðåäñòàâèìóþ â âèäå

ψ = h(y, τ), (13)

9



ãäå h : {(y, τ) : ||y|| ≤ ε1, τ ∈ R} −→ Rm åñòü íåïðåðûâíàÿ ïî ñâîèì
àðãóìåíòàì âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ R è âñåõ y1 è y2

èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ h âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

h(0, τ) = 0, (14)

||h(y1, τ)− h(y2, τ)|| ≤ ||y1 − y2||. (15)

Áîëåå òîãî äëÿ ëþáîãî L ∈ (0, 1] ìîæíî óêàçàòü òàêîå ε(L) > 0 è
M(L), ÷òî åñëè ||Q(0, ϕ)|| ≤ M(L) è ||y1||, ||y2|| ≤ ε(L), òî

||h(y1, τ)− h(y2, τ)|| ≤ L||y1 − y2||. (16)

Ëþáîå ðåøåíèå z(τ) = (y(τ), ψ(τ)) ñèñòåìû (11), ðàñïîëîæåííîå íà
h, ïðè τ → −∞ ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

||z(τ)|| ≤ ||z(τ0)||
[
1− k

2k

(
λd− lε0

k + 1

)
||z(τ0)||k(τ − τ0)

]− 1
k

, τ ≤ τ0, (17)

ãäå ||z(t)|| = max(||y(τ)||, ||ψ(τ)||).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíèêà, ðàíåå
ïðèìåíåííàÿ â ðàáîòå [2].
Â ïàðàãðàôå 4 ãëàâû 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå äëÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íà òîðå, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü z1(t) = (u(ϕ1(t)), ϕ1(t)) è z2(t) = (u(ϕ2(t)), ϕ2(t)) - ðàç-
ëè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà òîðå x = u(ϕ). Òîãäà ïîâåðõíîñòè Tz1

è
Tz2

, ïîñòðîåííûå äëÿ ðåøåíèé z1(t) è z2(t) ñîîòâåòñòâåííî, íå ïåðåñåêà-
þòñÿ.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó â äîñòà-
òî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òîðà ïðîõîäèò îäíà èç ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 2.
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Òåîðåìà 5. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ M è ε äëÿ ëþáîé òî÷êè z0, íàõî-
äÿùåéñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òîðà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü Tz0

èç
òåîðåìû 2, ÷òî ðåøåíèå z(t) = z(t, t0, z0) ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè Tz0

.

Òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü òîðà öåëèêîì çàïîëíåíà íåïåðåñåêàþùèìè-
ñÿ ïîâåðõíîñòÿìè, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ íà òîðå òàêàÿ ïîâåðõíîñòü
åäèíñòâåííà.

Â ãëàâå 2 îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (1) ïîìèìî óñëîâèé (2),
(3), (4), (5) äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

a(0, ϕ) = 0, (18)

Q(0, ϕ) = 0. (19)

Â ãëàâå 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äàííûõ óñëîâèé ñèñòåìà (1)
ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíà ñ ñèñòåìîé





dx

dt
= P (x),

dϕ

dt
= 0.

(20)

Ïóñòü z = (x, ϕ). Â ñèëó óñëîâèé (18), (19) ïîâåðõíîñòü

T = {z : x = 0, ϕ ∈ Rm} (21)

ñîñòîèò èç òî÷åê ïîêîÿ ñèñòåìû (1) è (20) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòíîé äëÿ ýòèõ ñèñòåì. Ïðè÷åì íà T ýòè ñèñòåìû ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

H(ε) = {z : ||x|| ≤ ε, ϕ ∈ Rm}. (22)

Ïóñòü f t - ïîòîê ñèñòåìû (1), gt - ïîòîê ñèñòåìû (20).
Â ãëàâå 2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå ε0 òàêîå, ÷òî ïðè âûøå-
ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : H(ε0) → H(ε0)

òàêîé, ÷òî
h(f tz) = gth(z) ∀z ∈ H(ε0),

ïðè÷åì
h(z) = z ∀z ∈ T.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ Â.À. Ïëèññó è äîöåíòó Þ.À. Èëüèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è
ïîëåçíûå ñîâåòû ïî åå âûïîëíåíèþ.
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