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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè â àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â íà-

õîæäåíèè óñëîâèé íà êîëüöî R, äîñòàòî÷íûõ äëÿ áèåêòèâíîñòè îòîáðàæå-

íèé Ki(n,R) → Ki(n + 1, R) ìåæäó íåñòàáèëüíûìè K-ôóíêòîðàìè. Äàííóþ

çàäà÷ó ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå ÷àñòíûõ ïîäçàäà÷è, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ èçó÷àëàñü â îòäåëüíîì êîíòåêñòå:

� ñþðúåêòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ K1;

� èíúåêòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ K1 è ñþðúåêòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ K2;

� èíúåêòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ K2;

� ñòàáèëèçàöèÿ äëÿ ôóíêòîðîâ Ki, i > 2.

Âïåðâûå ïðîáëåìà ñòàáèëèçàöèè äëÿ ëèíåéíîãî K1-ôóíêòîðà ðàññìàò-

ðèâàëàñü Õ. Áàññîì â ðàáîòå �K-theory and stable algebra� 1964 ãîäà. Áàññ

äîêàçàë, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé àëãåáðû A íàä íåòåðîâûì êîììóòàòèâíûì êîëü-

öîì R ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ d è ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà I E A îòîáðàæåíèå

K1(d + 1, A, I) → K1(d + 2, A, I), èíäóöèðîâàííîå åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì

ëèíåéíûõ ãðóïï

GL(d+ 1, A, I) ↪→ GL(d+ 2, A, I), g 7→
(
g 0

0 1

)
,

îêàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

â âèäå ðàâåíñòâà:

GL(d+ 2, A, I) = E(d+ 2, A, I) ·GL(d+ 1, A, I).

Êðîìå òîãî, Áàññîì áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæå-

íèÿõ íà îñíîâíîå êîëüöî èìååò ìåñòî èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

K1(d+ 2, A, I)→ K1(d+ 3, A, I),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:

GL(d+ 2, A, I) ∩ E(d+ 3, A, I) = E(d+ 2, A, I).

Äàííàÿ ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Áàññîì â ñîâìåñòíîé ñ Äæ. Ìèëíîðîì

è Æ.-Ï. Ñåððîì êëàññè÷åñêîé ðàáîòå �Solution of the congruence subgroup

problem for SLn, (n ≥ 3) and Sp2n, (n ≥ 2)�. Ïîçäíåå Ë. Âàñåðøòåéí ïåðåäîêà-

çàë äàííóþ ãèïîòåçó, ñóùåñòâåííî óïðîñòèâ ïåðâîíà÷àëüíîå äîêàçàòåëüñòâî

Áàññà.
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Â ìîíîãðàôèè �Àëãåáðàè÷åñêàÿ K-òåîðèÿ� Áàññ ñôîðìóëèðîâàë âî-

ïðîñ î íàõîæäåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèé

K1-ôóíêòîðîâ, èíäóöèðîâàííûõ âëîæåíèÿìè ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ãðóïï. Ïðè ýòîì Áàññ ïðåäëàãàë ôîðìóëèðîâàòü òàêèå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ

ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ îñíîâíîãî êîëüöà è ðàçìåðíîñòåé ìàêñèìàëüíûõ ðàñùå-

ïèìûõ òîðîâ.

Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà ≥ 2, à R � ïðîèçâîëü-

íîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(Φ,−) îäíîñâÿçíóþ àôôèí-

íóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó Øåâàëëå�Äåìàçþðà òèïà Φ. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö â êà-

òåãîðèþ ãðóïï òàêîé, ÷òî ãðóïïà G(Φ,C) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ðàñùåïèìîé

êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé òèïà Φ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è ñèñòåì êîðíåé Φ, íå

ñîäåðæàùèõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ðàíãà 1, â ãðóïïå G(Φ, R) ìîæíî âû-

áðàòü íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó E(Φ, R), íàçûâàåìóþ ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóï-

ïîé. Êàê àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà, E(Φ, R) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâû-

ìè óíèïîòåíòàìè tα(ξ) äëÿ α ∈ Φ, ξ ∈ R.
Ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà St(Φ, R) íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, çàäàííàÿ ôîðìàëü-

íûìè îáðàçóþùèìè xα(ξ) è íàáîðîì òîæäåñòâ, ìîäåëèðóþùèì ýëåìåíòàðíûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè tα(ξ):

xα(ξ1)xα(ξ2) = xα(ξ1 + ξ2),

[xα(ξ1), xβ(ξ2)] =
∏

iα+jβ∈Φ, i,j>0

xiα+jβ(Nαβijξ
i
1ξ
j
2), α 6= −β.

Â äàííîé ôîðìóëå ÷åðåç Nαβij îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå öåëî÷èñëåííûå êîí-

ñòàíòû, íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè ãðóïïû Øåâàëëå.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : St(Φ, R) → G(Φ, R), ñîïîñòàâëÿþùåå

êàæäîé îáðàçóþùåé xα(ξ) ýëåìåíò tα(ξ). Íåñòàáèëüíûå K1 è K2-ôóíêòîðû,

ïðîìîäåëèðîâàííûå ïî ãðóïïàì Øåâàëëå, îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîÿäðî è ÿäðî

ãîìîìîðôèçìà ϕ:

1 // K2(Φ, R) // St(Φ, R) ϕ
// G(Φ, R) // K1(Φ, R) // 1.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå Φ = An èìååì:

G(An, R) = SL(n+ 1, R), E(An, R) = E(n+ 1, R),

K1(An, R) = SK1(n+ 1, R) = SL(n+ 1, R)/E(n+ 1, R).

Åñëè Φ = An,Bn,Cn,Dn � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ ñåðèé ñèñòåì êîðíåé, à

Z = G, St,E,K1, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàáèëüíóþ ãðóïïó Z(Φ∞, R) êàê
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èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà îòíîñèòåëüíî

ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ, èíäóöèðîâàííûõ âëîæåíèÿìè Φl ↪→ Φl+1:

Z(Φ, R) = lim
n→+∞

Z(Φn, R).

Îòìåòèì, ÷òî K1(A∞, R) ñîâïàäàåò ñî ñïåöèàëüíîé ãðóïïîé Óàéòõåäà SK1(R),

à St(A∞, R) � ñî ñòàáèëüíîé ãðóïïîé Ñòåéíáåðãà St(R).

Ð. Ñòåéíáåðã â ðàáîòå �G�en�erateurs, relations et rev�etements de groupes

alg�ebriques� 1962 ãîäà äîêàçàë ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé θ : K2(Φl, F )→
K2(Φm, F ) äëÿ m > l, êëàññè÷åñêèõ Φ è ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ F . Â ðàáîòå [4]

Õ. Ìàöóìîòî ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàë áèåêòèâíîñòü θ. Ðåçóëü-

òàò Ñòåéíáåðãà î ñþðúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè áûë îáîáùåí Ì. Ñòåéíîì íà

ñëó÷àé ãðóïï íàä ïîëóëîêàëüíûìè êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè, à Ê. Äåííèñ

è Ì. Ñòåéí ïåðåíåñëè íà êîììóòàòèâíûå ëîêàëüíûå êîëüöà è òåîðåìó Ìà-

öóìîòî. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå �Stability for K2� Ê. Äåííèñîì áûëà äîêàçàíà

òåîðåìà î ñþðúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ëèíåéíîãî K2-ôóíêòîðà ïðè óñëî-

âèè íà ñòàáèëüíûé ðàíã îñíîâíîãî êîëüöà.

Îáùèå ðåçóëüòàòû îá èíúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ëèíåéíûõ K2-

ôóíêòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû Â. âàí äåð Êàëëåíîì è íåçàâèñèìî À. Ñóñëèíûì

è Ì. Òóëåíáàåâûì (ñì. [1]). Ïîçäíåå Ì. Êîëüñòåð óñèëèë ðåçóëüòàò Ñóñëè-

íà è Òóëåíáàåâà, äîêàçàâ â äàííîì êîíòåêñòå òåîðåìó î ïðåäñòàáèëèçàöèè.

Êîëüñòåð èñõîäèë èç ïîõîæèõ èäåé, íî èñïîëüçîâàë äðóãóþ ôàêòîðèçàöèþ

äëÿ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Â ðàáîòå [5] Ì. Ñòåéí ïîëó÷èë ïðîñòîå åäèíîîáðàçíîå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû Äåííèñà è îäíîâðåìåííî òåîðåìû îá èíúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè

K1 â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå ðàñùåïèìûõ ãðóïï Øåâàëëå íàä êîëüöàìè.

Ñòåéíîì, êðîìå òîãî, áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ äîñòàòî÷íûå äëÿ ñþðúåêòèâíî-

ñòè îòîáðàæåíèé K1-ôóíêòîðîâ, èíäóöèðîâàííûõ âëîæåíèÿìè êëàññè÷åñêèõ

ãðóïïØåâàëëå. Â ðàáîòàõ 1980�1990 Å. Ïëîòêèí îáîáùèë ðåçóëüòàòû Ñòåéíà

íà ñëó÷àé âëîæåíèé èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï Øåâàëëå, à òàêæå ñêðó÷åííûõ

ãðóïï. Â êîíòåêñòå óíèòàðíûõ è ýðìèòîâûõ ãðóïï íàä êîëüöàìè ñ èíâîëþ-

öèåé, îáîáùàþùèõ êëàññè÷åñêèå ãðóïïû Øåâàëëå, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ

ñòàáèëèçàöèè K1 è K2-ôóíêòîðîâ áûëè íàéäåíû â ðàáîòàõ Ý. Áàêà, Ë. Âà-

ñåðøòåéíà, Ì. Ñàëèàíè è Í. Ý. Ìóñòàôû-Çàäå (ñì. [2]).

Ðåçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè âûñøèõ K-ôóíêòîðîâ Âîëîäèíà, ïðîìî-

äåëèðîâàííûõ ïî êëàññè÷åñêèì ãðóïïàì, áûëè ïîëó÷åíû À. Ñóñëèíûì è

È. Ïàíèíûì. Ïðè ýòîì òåîðåìû î ñòàáèëèçàöèè K1 è K2 íå ïåðåäîêàçû-

âàþòñÿ â äàííûõ ðàáîòàõ, à èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè. Ñòà-

áèëèçàöèÿ âûñøèõ K-ôóíêòîðîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ãîìîëîãè÷åñêîé
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ñòàáèëèçàöèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, èçó÷àâøåéñÿ Ê. Âîãòìàíí, Ð. ×àðíè,

Â. âàí äåð Êàëëåíîì, Õ. Ìààçåíîì è Á. Ìèðçàè.

Â ñåðèè íåäàâíèõ ðàáîò Ð. Ðàî è åãî ó÷åíèêè óëó÷øèëè òåîðåìó îá

èíúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè K1 äëÿ ëèíåéíûõ è ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ íàä êëàññîì ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíûõ àëãåáð íàä ñîâåðøåí-

íûì C1-ïîëåì. Â ÷àñòíîñòè, èç ðåçóëüòàòîâ Ðàî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

K1(Φl, R)→ K1(Φl+1, R) äëÿ êîëåö R èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà áèåêòèâíû

óæå ïðè l ≥ dim(R) â ñëó÷àå Φl = Al, è 2l ≥ max(3, dim(R) + 1) â ñëó÷àå

Φl = Cl. Ïðè ýòîì Ðàî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ãðóïï

óëó÷øèòü êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñòàáèëèçàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ.

Îñíîâíûì èíãðåäèåíòîì, èñïîëüçóåìûì â äîêàçàòåëüñòâå ñòàáèëèçà-

öèîííûõ òåîðåì èç ðàáîò [1], [2], ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóïïîâàÿ ôàêòîðèçà-

öèÿ, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Äàäèì

êðàòêèé îáçîð êëàññè÷åñêèõ òðåóãîëüíûõ ðàçëîæåíèé, îáîáùåíèåì êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ äàííûå ôàêòîðèçàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç B(Φ, R) îáîçíà÷àåò-

ñÿ ñòàíäàðòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G(Φ, R), ñîäåðæàùàÿ ìàêñè-

ìàëüíûé ðàñùåïèìûé òîð T(Φ, R), à ÷åðåç B−(Φ, R) � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà

G(Φ, R), ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê B(Φ, R). Óíèïîòåíòíûå ðàäèêàëû ãðóïï B(Φ, R)

è B−(Φ, R) îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç U(Φ, R) è U−(Φ, R).

Â òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå íàä ïîëÿìè âàæíåéøóþ ðîëü èãðàåò ðàçëî-

æåíèå Áðþà, êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî G(Φ, K) = U(Φ, K) ·N(Φ, K) ·U(Φ, K).

Â ôîðìóëå âûøå ÷åðåç N(Φ, K) îáîçíà÷åí àëãåáðàè÷åñêèé íîðìàëèçàòîð òî-

ðà T(Φ, K), ñîâïàäàþùèé ñ àáñòðàêòíûì íîðìàëèçàòîðîì â ñëó÷àå ïîëÿ

|K| ≥ 4. Ñàìî ðàçëîæåíèå Áðþà íà ãðóïïû íàä êîëüöàìè íå îáîáùàåòñÿ,

íî â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ èçâåñòíû àíàëîãè÷íûå òðåóãîëüíûå ôàêòîðèçà-

öèè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìíîæèòåëåé.

Êëàññè÷åñêè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëóëîêàëüíîãî êîëüöà R âûïîëíåíî

ðàçëîæåíèå Ãàóññà:

G(Φ, R) = T(Φ, R) ·U(Φ, R) ·U−(Φ, R) ·U(Φ, R) = B(Φ, R) ·U−(Φ, R) ·U(Φ, R).

Ïî ñóùåñòâó, ðàçëîæåíèå Ãàóññà âûòåêàåò óæå èç ðåçóëüòàòîâ SGAIII, à ïðÿ-

ìîå ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ì. Ñòåéíà

è Ý. Àáå è Ê. Ñóäçóêè.

Äðóãèì ïðèìåðîì òðåóãîëüíîé ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ íåäàâíèé ðå-

çóëüòàò À. Ñìîëåíñêîãî, Á. Ñóðè è Í. Âàâèëîâà, êîòîðûé äëÿ êîëüöà R ñòà-

áèëüíîãî ðàíãà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî

E(Φ, R) = U(Φ, R) · U−(Φ, R) · U(Φ, R) · U−(Φ, R).

Ðàçëîæåíèÿ Áðþà è Ãàóññà äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñòàáèëü-

íûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï: Ð. Øàðïîì â ðàáîòàõ 1972 è 1980 ãîäà äëÿ ïðîèç-
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âîëüíîãî êîëüöà R áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå:

St(Φ∞, R) = Û(Φ∞, R) · Ŵ(Φ∞, R) · Û(Φ∞, R) · Û−(Φ∞, R).

Çäåñü ÷åðåç Ŵ(Φ, R) îáîçíà÷åíà ïîäãðóïïà St(Φ, R), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòà-

ìè ŵα(1) = xα(1)x−α(−1)xα(1) äëÿ α ∈ Φ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êîëåö ðàçìåðíîñòè ≥ 1 ãðóïïû G(Φ, R) êîíå÷-

íîãî ðàíãà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîïóñêàþò ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé â òåðìèíàõ

ýëåìåíòàðíûõ îáðàçóþùèõ. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè.

� Âî-ïåðâûõ, ãðóïïà G(Φ, R) íå îáÿçàíà ïîðîæäàòüñÿ ýëåìåíòàðíûìè îá-

ðàçóþùèìè, òàê ÷òî âìåñòî G(Φ, R) çàâåäîìî íóæíî ðàññìàòðèâàòü ýëå-

ìåíòàðíóþ ïîäãðóïïó E(Φ, R).

� Îäíàêî äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ãðóïïà G(Φ, R) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåí-

òàðíûìè îáðàçóþùèìè, îíà íå îáÿçàíà èìåòü ïî îòíîøåíèþ ê íèì êî-

íå÷íóþ øèðèíó. Êàê ïîêàçàë Â. âàí äåð Êàëëåí, ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì

òàêîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ êîëüöî R = C[x]. À èìåííî, óæå ñïåöèàëüíàÿ

ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(3,C[x]) íå èìååò êîíå÷íîé øèðèíû ïî îòíîøåíèþ

ê ýëåìåíòàðíûì òðàíñâåêöèÿì.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü äâà íàèáîëåå èçâåñòíûõ âàðèàíòà ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ ôàêòîðèçàöèé, êîòîðûå äëÿ ãðóïï GL(n,R), SL(n,R) è E(n,R) ôîðìó-

ëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ñòàáèëüíîãî ðàíãà êîëüöà R. Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî ñîâñåì

ñëàáûå ôîðìû ðàçëîæåíèé Áðþà è Ãàóññà, êîòîðûå äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà

ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå êîëüöà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ôóíêòîðà K1 èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå Áàññà�Êîëüñòåðà, êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè

sr(R) < n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

GL(n,R) = GL(n− 1, R) · Un−1 ·U−n−1 ·Un−1 ·U−n−1 .

Êàê è âûøå, ãðóïïà GL(n− 1, R) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäãðóïïà â GL(n,R)

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ ñòàáèëèçàöèè, à ãðóïïû Un−1 è U−n−1 � ýòî óíèïî-

òåíòíûå ðàäèêàëû ïðîòèâîïîëîæíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï Pn−1 è P
−
n−1.

Â äîêàçàòåëüñòâå èíúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ôóíêòîðà K1 è

ñþðúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ôóíêòîðà K2 èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå

Äåííèñà�Âàñåðøòåéíà, êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè sr(R) ≤ n − 1 ãðóï-

ïà Ñòåéíáåðãà äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå St(An, R) = P ·Xβ ·Q, ãäå P = StP1 è

Q = StPn � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ãðóïïû Ñòåéíáåðãà, à Xβ � êîðíåâàÿ

ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðíþ β = −α1 − . . .− αn.
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Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó-

÷åíèè íîâûõ, íå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ ðàíåå, ðàçëîæåíèé òèïà Äåííèñà�

Âàñåðøòåéíà ãðóïï Ñòåéíáåðãà, à òàêæå ïîëó÷åíèè àíàëîãîâ òàêèõ ðàçëîæå-

íèé â êîíòåêñòå îòíîñèòåëüíûõ ãðóïï Øåâàëëå è óíèòàðíûõ ãðóïï. Êðîìå

òîãî, ìû èçó÷àåì ïðèëîæåíèÿ ïîäîáíûõ ðàçëîæåíèé ê ïðîáëåìå ñòàáèëèçà-

öèè K1 è K2�ôóíêòîðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Âû÷èñëåíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîèçâî-

äÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ðàáîò Õ. Ìàöóìîòî, Ì. Ñòåéíà, À. Ñóñëèíà

è Ì. Òóëåíáàåâà, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåí-

òàðíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîðíåâûìè óíèïîòåíòàìè è ò.í. ¾ñòàáèëüíûå¿

âû÷èñëåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï Øåâàëëå, ò.å. âû÷èñëåíèÿ ñ âåêòîðîì

ñòàðøåãî âåñîâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëü-

òàòû.

1. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû îòíîñèòåëüíûå àíàëîãè ðàçëîæåíèÿ

Äåííèñà�Âàñåðøòåéíà â êîíòåêñòå êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ïðè åñòåñòâåí-

íûõ óñëîâèÿõ ñòàáèëüíîñòè.

2. Ïîëó÷åíû íîâûå ðàçëîæåíèÿ òèïà Äåííèñà�Âàñåðøòåéíà äëÿ ãðóïï

Ñòåéíáåðãà êîíå÷íîãî ðàíãà.

3. Óëó÷øåí ðåçóëüòàò ðàáîòû [2] îá èíúåêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè KU1 è ñþðú-

åêòèâíîé ñòàáèëèçàöèè KU2.

4. Äàíî àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå K3 è îòíîñèòåëüíîãî K2-ôóíêòîðîâ,

ïðîìîäåëèðîâàííûõ ïî ãðóïïàì Øåâàëëå êîíå÷íîãî ðàíãà, à òàêæå äàíà

èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ìëàäøåé àëãåáðà-

è÷åñêîé K-òåîðèè, ñòðóêòóðíîé òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå è óíèòàðíûõ ãðóïï.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè èç-

ëîæåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

1. �Groups and Their Actions�, Áåíäëåâî, Ïîëüøà, 2010;

2. �International Conference Mathematics and Applications, UEL�, Õîøèìèí,

Âüåòíàì, 2011;

3. �Third Conference and Workshop on Group Theory�, Òåãåðàí, Èðàí, 2011;

4. �Algebraic Groups and Related Structures�, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012;
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5. �ATM Workshop on Classical and Non-stable Algebraic K-theory�, Ìóìáàé,

Èíäèÿ, 2013.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïå-

÷àòíûõ ðàáîòàõ àâòîðà [6]�[12], ïðèâåäåííûõ â êîíöå àâòîðåôåðàòà. ×åòûðå

èç íèõ [6]�[9] âûøëè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ.

Ðàáîòû [6], [7] íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå. Â [6] äèññåðòàíòó ïðèíàäëå-

æàò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, à ñîàâòîðó � ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ââåäåíèå. Â [7]

äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ïàðàãðàôû 2�9, à ñîàâòîðó � ïîñòàíîâêà çàäà÷è,

ââåäåíèå è ïàðàãðàôû 1, 10.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-

òûðåõ ãëàâ (ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò 3 ïàðàãðàôà, âòîðàÿ � 4 ïàðàãðàôà, òðå-

òüÿ � 3 ïàðàãðàôà, ÷åòâåðòàÿ � 5 ïàðàãðàôîâ) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåð-

æàùåãî 106 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 96 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äàííàÿ ðàáîòà íàõîäèòñÿ íà ñòûêå òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå è ìëàäøåé

àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèè. Îñíîâíîé òåêñò äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóê-

öèè, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå, ãèïåðáîëè÷åñêèì óíèòàðíûì

ãðóïïàì è ãðóïïàì Ñòåéíáåðãà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå St(Φ, R, I) äëÿ ÿäðà îòîáðàæåíèÿ St(Φ, R) →
St(Φ, R/I), èíäóöèðîâàííîãî êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé R→ R/I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Φ âûáðàí ïîðÿäîê, îïðåäåëÿþùèé ñèñòåìó ïðî-

ñòûõ êîðíåé Π = {α1, . . . , αl}. Äëÿ α ∈ Φ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåçmi(α) êîýôôè-

öèåíò â ðàçëîæåíèè α ïî ïðîñòûì êîðíÿì, ò.å. α =
l∑

i=1
mi(α)αi. Äëÿ èíäåêñà

i = 1, . . . , l îïðåäåëèì i-å ñòàíäàðòíîå ïàðàáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî êîðíåé

â Φ, åãî ðåäóêòèâíóþ è ñïåöèàëüíóþ ÷àñòè:

Si :=
{
α ∈ Φ | mi(α) ≥ 0

}
,

∆i :=
{
α ∈ Φ | mi(α) = 0

}
,

Σi :=
{
α ∈ Φ | mi(α) > 0

}
.

(1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç StLi(Φ, R, I) îáðàç â St(Φ, R, I) ãðóïïû St(∆i, R, I)

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ãðóïï Ñòåéíáåðãà, èíäóöèðîâàííîãî âëîæåíèåì

∆i ⊆ Φ, ÷åðåç Û±i (Φ, I) � ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè

xα(ξ) äëÿ α ∈ ±Σi, ξ ∈ R, à ÷åðåç StPi(Φ, R, I) � ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ

StLi(Φ, R, I) è Ûi(Φ, I).
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Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð èçâåñòíûõ óñëîâèé ñòàáèëü-

íîñòè, êîíêðåòèçèðîâàíà èõ âçàèìîñâÿçü, à òàêæå îïðåäåëåíû íîâûå óñëîâèÿ

ñòàáèëüíîñòè, ôîðìóëèðóþùèåñÿ â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ óíèïîòåíòíûõ ðàäèêà-

ëîâ íà âåñîâûõ äèàãðàììàõ áàçèñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Øåâàëëå. Äàííûå

óñëîâèÿ îáîáùàþò óñëîâèå Áàêà íà îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû Øåâàëëå è òåð-

ìèíàëüíûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Ìû íàçûâàåì èõ óñëîâèÿìè ¾òèïà

Áàêà¿.

Ñôîðìóëèðóåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîãî ðàíãà êîëüöà,

âîñõîäÿùåå ê Áàññó. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî, à I � åãî

äâóñòîðîííèé èäåàë. Ñòðîêà (a1, . . . , an) ∈ nR íàçûâàåòñÿ I-óíèìîäóëÿðíîé,

åñëè ýëåìåíòû a1 − 1, a2, . . . an ñîäåðæàòñÿ â èäåàëå I, à a1, . . . , an ïîðîæäà-

þò êîëüöî R êàê ïðàâûé èäåàë. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàáèëüíûì ðàíãîì sr(R, I)

ïàðû (R, I) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî âñÿ-

êàÿ I-óíèìîäóëÿðíàÿ ñòðîêà a = (a1, . . . an+1) äëèíû n + 1 îêàçûâàåòñÿ I-

ñòàáèëüíîé, èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî âûáðàòü òàêèå b1, . . . , bn ∈ I, ÷òî

(a1 + an+1b1, . . . , an + an+1bn) ∈ nR �

òàêæå I-óíèìîäóëÿðíà. Åñëè R = I, òî ÷èñëî n íàçûâàþò ñòàáèëüíûì ðàíãîì

êîëüöà R è îáîçíà÷àþò ÷åðåç sr(R).

Ïóñòü òåïåðü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, π � íåïðèâîäèìîå áàçèñíîå

ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Øåâàëëå G(Φ, R) ñî ñòàðøèì âåñîì µ íà ñâîáîäíîì R-

ìîäóëå V , ýëåìåíòû êîòîðîãî èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñòîëáöû âûñîòû dim(V )

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ums(Φ, µ, R, I) ïîäìíîæåñòâî V ,

ñîñòîÿùåå èç I-óíèìîäóëÿðíûõ ñòîëáöîâ, à ÷åðåç Ums0(Φ, µ, R, I) � ïîäìíî-

æåñòâî I-óíèìîäóëÿðíûõ ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â îðáèòå âåêòîðà ñòàðøåãî

âåñà ïîä äåéñòâèåì îòíîñèòåëüíîé ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû E(Φ, R, I). ßñíî,

÷òî Ums0(Φ, µ, R, I) ⊆ Ums(Φ, µ, R, I). Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îïðåäåëåíèå

óñëîâèÿ ¾òèïà Áàêà¿.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âåñîâ Λ(π), ñîäåðæà-

ùåå ñòàðøèé âåñ µ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî êîììóòàòèâíîå êîëüöî R óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ òèïà Áàêà B(Φ, µ,Γ, R, I), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòîëáöà

v ∈ Ums0(Φ, µ, R, I) ìîæíî íàéòè óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë g ∈ U(Φ, I) òàêîé,

÷òî êîìïîíåíòû ñòîëáöà π(g)v, ïðîèíäåêñèðîâàííûå âåñàìè èç ïîäìíîæåñòâà

Γ, îáðàçóþò I-óíèìîäóëÿðíûé ñòîëáåö âûñîòû |Γ|.

Èìåííî â òåðìèíàõ ýòîãî óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå òåõíè-

÷åñêèå ëåììû ÷åòâåðòîé ãëàâû, îáîáùàþùèå ìåòîäû Ì. Ñòåéíà, À. Ñóñëèíà

è Ì. Òóëåíáàåâà èç ðàáîò [1], [5] íà ïðîèçâîëüíûå ãðóïïû Øåâàëëå.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Φ = Al, µ = $1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñà

ïðåäñòàâëåíèÿ (Al, $1) èìåþò íóìåðàöèþ 1, . . . , l, l+1. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå

B(Al, $1, {1, . . . , l}, R, I) âûòåêàåò èç óñëîâèÿ sr(R, I) ≤ l.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Φ = Dl, µ = $1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñà

ïðåäñòàâëåíèÿ (Dl, $1) èìåþò íóìåðàöèþ 1, . . . , l,−l, . . . ,−1. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî óñëîâèå B(Dl, $1, {1, . . . , l}, R, I) ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòíûé ñëó÷àé

îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîãî ðàíãà ôîðìåííîãî êîëüöà èç ðàáîòû [2] è âûòåêàåò

èç îöåíêè asr(R) ≤ l − 1 äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è èäåàëà I.

Â òðåòüåé ãëàâå îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû Ñòåéíáåðãà,

íåñòàáèëüíûå K3 è îòíîñèòåëüíûå K2-ôóíêòîðû â êîíòåêñòå ãðóïï Øåâàëëå

êîíå÷íîãî ðàíãà, à òàêæå äîêàçûâàþòñÿ èõ íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, I � åãî èäåàë, D =

R×R/I R � ¾óäâîåíèå¿ êîëüöà R îòíîñèòåëüíî I. Ýëåìåíòû D ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ êîëüöàR, ñðàâíèìûõ ìåæäó

ñîáîé ïî ìîäóëþ I.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïðåäåëèì îòíîñèòåëüíóþ ãðóïïó Ñòåéíáåðãà, îòíîñèòåëü-

íûé K2-ôóíêòîð è K3-ôóíêòîð ïðè ïîìîùè ôîðìóë:

StL(Φ, R, I) := St(Φ, D, 0× I)/[St(Φ, D, 0× I), St(Φ, D, I × 0)],

K2(Φ, R, I) := Ker(ϕ : StL(Φ, R, I)→ G(Φ, R, I)),

K3(Φ, R) := H3(St(Φ, R, I),Z).

Çäåñü ÷åðåç 0 × I è I × 0 îáîçíà÷åíû èäåàëû D, ñîñòîÿùèå èç óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïàð (0, x) è (x, 0) äëÿ x ∈ I, ÷åðåç ϕ îáîçíà÷åíà êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ,

à St(Φ, D, J) îáîçíà÷àåò íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ïîäãðóïïû St(Φ, J), ïîðîæ-

äåíííîé êîðíåâûìè óíèïîòåíòàìè óðîâíÿ J / D â ãðóïïå St(Φ, D).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû.

Òåîðåìà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Òðèâèàëüíû ïåðâûå è âòîðûå ãîìîëîãèè ãðóïï St(Φ, R), St(Φ, D).

2. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå K2(Φ, D) ⊆ Cent(St(Φ, D)).

Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

� Ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

K3(Φ, R) // K3(Φ, R/I)

ssggggggggggggggggggggggg

K2(Φ, R, I) // K2(Φ, R) // K2(Φ, R/I)

ssggggggggggggggggggggggg

K1(Φ, R, I) // K1(Φ, R) // K1(Φ, R/I).

11



� Ìëàäøèå K-ôóíêòîðû, ïðîìîäåëèðîâàííûå ïî ãðóïïàì Øåâàëëå, äîïóñ-

êàþò èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï òîïîëîãè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X = BG(Φ, R)+
E(Φ,R):

Ki(Φ, R) ∼= πi(X), i = 1, 2, 3.

Êàê áûëî ïîêàçàíî Ì. Ñòåéíîì, óñëîâèå òðèâèàëüíîñòè ïåðâûõ è

âòîðûõ ãîìîëîãèé ãðóïïû Ñòåéíáåðãà âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåì êîðíåé Φ =

Al,Bl,Cl, ðàíãà l > 4 è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ Φ ðàíãà > 5. Äëÿ Φ = A3,D4,F4

ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëüöî R íå èìååò

ïîëÿ âû÷åòîâ F2, à äëÿ Φ = B3 � êîãäà R íå èìååò ïîëåé âû÷åòîâ F2 è F3.

Âòîðîå ñâîéñòâî, òàêæå íàçûâåìîå ñâîéñòâîì ¾öåíòðàëüíîñòè K2¿, áû-

ëî äîêàçàíî Â. âàí äåð Êàëëåíîì äëÿ ñèñòåì êîðíåé Φ = Al ðàíãà > 3 è ïðî-

èçâîëüíîãî êîëüöà R. Åñëè ñòàáèëüíûé ðàíã R äîñòàòî÷íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàíãîì Φ, òî äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò, êðîìå òîãî, èç òåîðåìû î ñþðúåê-

òèâíîé ñòàáèëèçàöèè K2(Φ, R) (ñì. [5]). Äëÿ ñèñòåì êîðíåé Φ, îòëè÷íûõ îò

Al, è ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R öåíòðàëüíîñòü K2 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãèïîòåç â

òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå íàä êîëüöàìè.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåçóëüòàòîâ Ì. Ñòåéíà è Â. âàí äåð Êàëëåíà ñëå-

äóåò, ÷òî óñëîâèÿ 1,2 òåîðåìû 5 çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñèñòåì êîðíåé

Φ = Al äëÿ l > 4 è ëþáîé ïàðû (R, I).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáçîðó ðåçóëüòàòîâ ÷åòâåðòîé ãëàâû ðàáîòû.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, I � åãî èäåàë, à Φl =

Al,Bl,Cl,Dl � îäíà èç êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîðíåé. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

ïåðåíîñèò òåîðåìó 2.5 ðàáîòû [5] íà îòíîñèòåëüíûå ãðóïïû Ñòåéíáåðãà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü Φl � êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîðíåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

sr(R, I) ≤ l − 1 äëÿ Φ = Al,Bl,Cl, è sr(R, I) ≤ l − 2 äëÿ Φ = Dl. Â ñëó÷àå

Φl = Bl,Dl ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå òèïà Áàêà

B(Dl−1, $1, {1, . . . , l− 1}, R, I) (ñì. ïðèìåð 3). Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ ãðóïïà

Ñòåéíáåðãà St(Φ, R, I) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïîäìíîæåñòâîì:

StP1(Φl, R, I) ·
(

Û−1 (Φl, I) ∩ Û−l (Φl, I)
)
· StPl(Φl, R, I).

Èç äàííîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ãðóïïû Ñòåéíáåðãà ìû âûâîäèì ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó 3.1 ðàáîòû [5] íà îòíîñèòåëüíûå

ãðóïïû.

Òåîðåìà 7. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî

äëÿ Φl = Bl,Cl,Dl, ÷òî sr(R, I) ≤ l − 2. Òîãäà îòîáðàæåíèå ñòàáèëèçàöèè

K1(Φl−1, R, I) → K1(Φl, R, I) èíúåêòèâíî, à îòîáðàæåíèå K2(Φl−1, R, I) →
K2(Φl, R, I) � ñþðúåêòèâíî.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîñòàâëÿåò ðÿä íîâûõ ðàçëîæåíèé òèïà

Äåííèñà�Âàñåðøòåéíà ãðóïï Ñòåéíáåðãà.

Òåîðåìà 8. � Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φl � íåïðèâîäèìàÿ êëàññè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà êîðíåé, à r, s � ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, 1 ≤ s < r ≤ l,

d = dist(αr, αs) � ðàññòîÿíèå íà äèàãðàììå Äûíêèíà ìåæäó âåðøè-

íûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòûì êîðíÿì αr, αs, à sr(R) ≤ d. Òîãäà

ãðóïïà Ñòåéíáåðãà St(Φl, R) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïîäìíîæåñòâîì:

Ars = StPr(Φl, R) ·
(

Û−r (Φl, R) ∩ Û−s (Φl, R)
)
· StPs(Φl, R).

� Äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèñòåì êîðíåé ðàâåíñòâî St(Φl, R) = Ars èìååò

ìåñòî ïðè óñëîâèÿõ íà êîëüöî R, ïåðå÷èñëåííûõ â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

� Φl {r, s} óñëîâèå íà R

1. El, l = 6, 7, 8 {2, l} sr(R) ≤ l − 3

2. El, l = 6, 7, 8 {1, l} asr(R) ≤ l − 2

3. F4 {1, 4} sr(R) ≤ 2

4. G2 {1, 2} sr(R) ≤ 1

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçëîæåíèå Äåííèñà�Âàñåðøòåéíà ïîçâîëÿåò

îïèñàòü ÿäðî ïðåäñòàáèëèçàöèè K1-ôóíêòîðà.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, l ≥ 2, Φl = Bl,Cl, à

sr(R) ≤ l. Òîãäà ÿäðî îòîáðàæåíèÿ ñòàáèëèçàöèè K1(Φl, R) → K1(Φl+1, R)

ïîðîæäàåòñÿ îáðàçîì ãðóïïû Ker(K1(An−2, R) → K1(An−1, R)) ïðè îòîáðà-

æåíèè K1-ãðóïï, èíäóöèðîâàííîì âëîæåíèåì An−1 ↪→ Φn.

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî Ì. Ñòåéíà èç ðàáîòû [5] ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî íà ãèïåðáî-

ëè÷åñêèå óíèòàðíûå ãðóïïû. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñòàáèëèçàöèþ äëÿ óíè-

òàðíûõ K1 è K2-ôóíêòîðîâ ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà îñíîâíîå êîëüöî R

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ôîðìóëèðóþùèìèñÿ â òåðìèíàõ ôîðìåííîãî

ñòàáèëüíîãî ðàíãà (ñð. [2]).

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ óíèòàðíûõ ãðóïï. Ïóñòü R �

ïðîèçâîëüíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ èíâîëþöèåé, λ � íåêîòîðûé öåíòðàëü-

íûé ýëåìåíò R, òàêîé, ÷òî λλ = 1, à Λ � ôîðìåííûé ïàðàìåòð íà R, ñîîò-

âåòñòâóþùèé λ, ò.å. àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

αΛα ⊆ Λ äëÿ α ∈ R è Λmin ⊆ Λ ⊆ Λmax, ãäå

Λmin = {α− λα | α ∈ R}, Λmax = {α | α ∈ R, α = −λα}.
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Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé R-ìîäóëü V = R2n ðàíãà 2n è çàäàäèì íà í¼ì ïî-

ëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó f(u, v) = u1v−1 + . . .+ unv−n. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ óíè-

òàðíàÿ ãðóïïà U(2n,R,Λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ GL(V ) ∼=
GL(2n,R), ñîõðàíÿþùèõ λ-ýðìèòîâó ôîðìó h(u, v) = f(u, v) + λf(v, u) è

Λ-êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q(v) = f(v, v) + Λ.

Â ãðóïïå U(2n,R,Λ) ìîæíî âûáðàòü êîðíåâûå ýëåìåíòû Tij(ξ) äëÿ

1 ≤ i 6= j ≤ 2n è ðàññìîòðåòü ïîðîæäåííóþ èìè ãðóïïó EU(2n,R,Λ), íàçûâà-

åìóþ ýëåìåíòàðíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé. Äàëåå ìîæíî îïðåäåëèòü óíèòàð-

íóþ ãðóïïó Ñòåéíáåðãà StU(2n,R,Λ) êàê ãðóïïó çàäàííóþ ôîðìàëüíûìè

îáðàçóþùèìè Xij(ξ) è ñîîòíîøåíèÿìè, ìîäåëèðóþùèìè ïðîñòåéøèå ñîîòíî-

øåíèÿ ìåæäó Tij(ξ). Óíèòàðíûé K1-ôóíêòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

êëàññîâ ñìåæíîñòè

KU1(n,R,Λ) = U(2n,R,Λ)/EU(2n,R,Λ),

à óíèòàðíûé K2-ôóíêòîð KU2(2n,R,Λ) êàê ÿäðî êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè

StU(2n,R,Λ)→ U(2n,R,Λ).

Òåîðåìà 10. Äîïóñòèì, ÷òî n > 3, à sr(R) ≤ n − 2. Òîãäà ãðóïïà Ñòåéí-

áåðãà StU(2n,R,Λ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ

ñâîèõ ïîäãðóïï:

StU(2n,R,Λ) = StUPn(2n,R,Λ) · StUU−n (2n,R,Λ) · StUP1(2n,R,Λ).

Çäåñü StUPn(2n,R,Λ) îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó StU(2n,R,Λ), ïîðîæäåí-

íóþ ýëåìåíòàìè Xij(ξ) äëÿ i > 0, StUP1(2n,R,Λ) ïîäãðóïïó, ïîðîæäåí-

íóþ ýëåìåíòàìè Xij(ξ) äëÿ i 6= −1, j 6= 1, à StUU−n (2n,R,Λ) � Xij(ξ) äëÿ

i < 0 < j.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç äàííîé òåîðåìû ìû âûâîäèì ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 11. Äîïóñòèì, ÷òî n ≥ 3, à sr(R) ≤ n− 2, òîãäà îòîáðàæåíèå

θ1,n−1 : KU1(n− 1, R,Λ)→ KU1(n,R,Λ)

èíúåêòèâíî, à îòîáðàæåíèå

θ2,n−1 : KU2(n− 1, R,Λ)→ KU2(n,R,Λ),

èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï StU(2n − 2, R,Λ) → StU(2n,R,Λ),

ñþðúåêòèâíî. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ôîðìåííîãî èäåàëà (I,Γ) âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî:

EU(2n,R, I,Γ) ∩ U(2n− 2, I,Γ) = EU(2n− 2, R, I,Γ).
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