mATEM. ZAMETKI. 1996. t.59. N 5. sTR. 780-783. udk 517.5

o normah polinomow po sistemam periodi~eskih wspleskow w prostranstwah Lp

m.a.sKOPINA^1

kAK POKAZANO W [1], DLQ POLU^ENIQ NETRIWIALXNYH OCENOK SNIZU POPERE^NI- KOW I NAILU^[IH m-^LENNYH PRIBLIVENIJ WAVNU@ ROLX IGRAET IZU^ENIE TAK NAZYWAEMYH KWAZIMATRI^NYH SISTEM [2], T.E. SISTEM {Tn}, OBLADA@]IH SWOJST- WOM: SU]ESTWU@T TAKIE POSTOQNNYE K1, K2, K3, ^TO DLQ KAVDOGO NATURALXNOGO N SU]ESTWU@T TO^KI yk, k = 1, . . . , M, M ≤ K1N TAKIE, ^TO DLQ L@BOGO

POLINOMA T =^{N∑}_{k=1} akTk I DLQ L@BOGO p, 1 ≤ p ≤ ∞ SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

(1) K_2 ( 1 M M∑ k=1 |T (y_k)|^p )_{1/p} ≤ ‖T ‖_p ≤ K_3 ( 1 M M∑ k=1 |T (y_k)|^p )_{1/p}

(PRI p = ∞ WMESTO SUMMY BERETSQ max_k |T (yk)|).

mARCINKEWI^ USTANOWIL, ^TO KWAZIMATRI^NOJ QWLQETSQ TRIGONOMETRI^ESKAQ SISTEMA [3, STR.54]. o^EWIDNO, SWOJSTWO (1) WYPOLNQETSQ I DLQ SISTEMY hAA- RA, QWLQ@]EJSQ, W ^ASTNOSTI, SISTEMOJ PERIODI^ESKIH WSPLESKOW. mY BUDEM IZU^ATX [IROKIJ KLASS ORTONORMIROWANNYH SISTEM PERIODI^ESKIH WSPLESKOW. pOD POSLEDNIMI, SLEDUQ MONOGRAFIQM [4],[5], BUDEM PONIMATX PERIODIZIROWAN- NYE WSPLESKI W L2(R). iMENNO, PUSTX φ - MAS[TABIRU@]AQ FUNKCIQ, POROV- DENNOGO EJ KRATNORAZRE[A@]EGO ANALIZA {Vj}j∈Z,

V_j = span{φ_{jn} = 2^{j/2}φ(2^j · +n), n ∈ Z}, T.E. φ TAKAQ FUNKCIQ IZ PROSTRAN-

STWA L2(R), ^TO EE CELYE SDWIGI φ(· + n) OBRAZU@T ORTONORMIROWANNU@ SIS- TEMU, I UDOWLETWORQ@]AQ USLOWI@ KRATNORAZRE[IMOSTI φ(x) =^∑_{k∈} Z α_k φ(2x + k), ∑ k∈Z α^2_k < ∞. pREDPOLOVIW, ^TO FUNKCIQ φ DOSTATO^NO ”HORO[O” UBYWAET

NA BESKONE^NOSTI, NAPRIMER, ESLI ONA IMEET MONOTONNO UBYWA@]U@ SUMMIRU- EMU@ NA [0, ∞) ^ETNU@ MAVORANTU ν (2) |φ(x)| ≤ ν(|x|), MY MOVEM PERIODIZIROWATX FUNKCII φjn STANDARTNYM SPOSOBOM, POLOVIW

T_{jn}(x) = 2^{j/2} ∑ l∈Z φ(2^j x + 2^j l + n), j = 0, 1, . . .; n = 0, . . ., 2^j − 1.

1rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE mEVDUNARODNOGO NAU^NOGO FONDA SOWMESTNO S pRAWITELXSTWOM rOSSII (GRANT N JKA 100).

Typeset by AMS-TEX 1

nETRUDNO PROWERITX, ^TO PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM j FUNKCII Tjn OBRAZU- @T ORTONORMIROWANNU@ SISTEMU, A SOWOKUPNOSTX MNOVESTW V^{per}_j = V^{per}_j (φ) =

span{T_{jn}}, j = 0, 1, . . . QWLQETSQ KRATNORAZRE[A@]IM ANALIZOM W L_2[0, 1]. dE-

TALI “TOGO POSTROENIQ PODROBNO OPISANY W [5, §9.3]. —LEMENTY PROSTRANSTWA

V^{per}_j MY BUDEM NAZYWATX POLINOMAMI PO SISTEME PERIODI^ESKIH WSPLESKOW, PO-

ROVDENNYH FUNKCIEJ φ. wYDELIM TRI KLASSA WSPLESKOW.

(1) CW - WSPLESKI, POROVDENNYE FUNKCIEJ φ S KOMPAKTNYM NOSITELEM. nE-

PROSTYE I O^ENX WAVNYE PRIMERY TAKIH WSPLESKOW, OBLADA@]IH TAKVE SWOJSTWOM GLADKOSTI, BYLI POSTROENY i.dEB@[I [5, GL.6]

(2) SW - SPLAJN-WSPLESKI bATTL-lEMARXE (SM., NAPRIMER, [5, §5.4]). mAS-

[TABIRU@]AQ FUNKCIQ φ DLQ DANNOGO KLASSA OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

(3) ^φ(x) = ^φ_0(x) ( ∑ l∈Z ^φ^2_0(x + l) )_{−1/2}

GDE φ0 - B-SPLAJN S KOMPAKTNYM NOSITELEM, A ^g - PREOBRAZOWANIE fURXE FUNKCII g.

(3) M W - KLASS WSPLESKOW, POROVDENNYH FUNKCIEJ φ, PREOBRAZOWANIE fU-

RXE KOTOROJ IMEET KOMPAKTNYJ NOSITELX. w DANNYJ KLASS WHODQT WSPLES- KI mEJERA (SM., NAPRIMER, [5, §5.2]).

tEOREMA 1. sISTEMY PERIODI^ESKIH WSPLESKOW CW, SW, M W QWLQ@TSQ KWA-

ZIMATRI^NYMI.

oTMETIM SRAZU, ^TO UTWERVDENIE TEOREMY 1 DLQ KLASSA M W WYTEKAET IZ KWAZIMATRI^NOSTI TRIGONOMETRI^ESKOJ SISTEMY I SLEDU@]EGO UTWERVDENIQ.

lEMMA 1. pUSTX MAS[TABIRU@]AQ FUNKCIQ φ UDOWLETWORQET USLOWI@ (2)

I supp ^φ ⊂ [−R, R], TOGDA POROVDENNYE EJ PERIODI^ESKIE WSPLESKI T_{jn} SUTX TRIGONOMETRI^ESKIE POLINOMY PORQDKA 2^j R.

dOKAZATELXSTWO LEMMY 1 LEGKO SLEDUET IZ FORMULY SUMMIROWANIQ pUASSONA. sPRAWEDLIWOSTX SOOTNO[ENIQ (1) DLQ KLASSOW WSPLESKOW CW I SW MY PO- LU^IM, KAK SLEDSTWIE BOLEE OB]EGO UTWERVDENIQ, KOTOROE, W SWO@ O^EREDX, OPI- RAETSQ NA PREDSTAWLENIQ POLINOMOW T ∈ V^{per}_j SPECIALXNOGO WIDA. dLQ FORMU- LIROWKI “TIH FAKTOW NAM PONADOBQTSQ OBOZNA^ENIQ.

pUSTX λ = (λ0, . . . , λ_2j_{−1}) ∈ R^{2j} , ^EREZ λ ∗ T BUDEM OBOZNA^ATX REZULXTAT DEJSTWIQ NA T ∈ V^{per}_j SOOTWETSTWU@]EGO MULXTIPLIKATORA, T.E. LINEJNOGO OPERATORA, DEJSTWU@]EGO W V^{per}_j I OPREDELQEMOGO RAWENSTWAMI λ ∗ Tjn = λnTjn. pOLOVIM ‖λ‖ = max_n |λn|, Kλ(x, y) =^{2j −1∑}_{k=0} λkTjk(x)Tjk(y), K(x, y) = K1(x, y), GDE 1 = (1, . . . , 1) ∈ R^{2j} .

tEOREMA 2. pUSTX φ MAS[TABIRU@]AQ FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@]AQ USLO-

WI@ (2) I PREDSTAWIMAQ W WIDE φ(x) = ∑ k∈Z c_kφ_0(x + k), GDE φ_0 OGRANI^ENA

I supp φ_0 ⊂ [−R, R], TOGDA DLQ L@BOGO j ∈ N SU]ESTWU@T y_{ks} ∈ [0, 1] I o normah polinomow po wspleskam 3

α_s ∈ R, k = 0, . . ., 2^j − 1, s = 1, . . . , M, M = M (R) TAKIE, ^TO DLQ L@BYH

λ ∈ R^{2j} , x ∈ [0, 1] I T ∈ V^{per}_{j(φ)} SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

(4) λ ∗ T (x) = 2−^j 2j −1∑ k=0 M∑ s=1 α_sT (y_{ks})K_λ(x, y_{ks}). nA PRAKTIKE WYBOR UZLOW yks MOVNO OSU]ESTWITX SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX

h_{νμ}(t) = φ_0(t + ν)φ_0(t + μ), ν, μ ∈ Z FUNKCII, ZADANNYE NA [0, 1] I OTLI^NYE

OT TOVDESTWENNOGO NULQ, M - KOLI^ESTWO TAKIH FUNKCIJ. eSLI ts ∈ [0, 1], s =

1, . . . , M TAKOJ PROIZWOLXNYJ NABOR TO^EK, ^TO det{h_{νμ}(t_s)} ≠ 0, TO MOVNO PO-

LOVITX yks = 2^{−j}(ts + k).

aNALOG SOOTNO[ENIQ (5) DLQ TRIGONOMETRI^ESKOJ SISTEMY I RAWNOOTSTOQ- ]IH UZLOW BYL POLU^EN w.w.vUKOM [6, STR.137]

tEOREMA 3. pUSTX FUNKCIQ φ UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMY 2, j ∈ N,

y_{ks}, k = 0, . . ., 2^j − 1, s = 1, . . ., M - TO^KI IZ TEOREMY 2, λ ∈ R^{2j}, TOGDA SU]ESTWU@T POSTOQNNYE A = A(φ), B = B(φ) > 0 TAKIE, ^TO DLQ L@BOGO T ∈ V^{per}_j I DLQ L@BOGO p ≥ 1 SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

(5) ‖λ ∗ T ‖_p ≤ A max_k |λ_k| 2^{−j} 2j −1∑ k=0 M∑ j=1 |T (y_{ks})|^p 1/p ,

(6) ‖λ ∗ T ‖_p ≥ B min_k |λ_k| 2^{−j} 2j −1∑ k=0 M∑ j=1 |T (y_{ks})|^p 1/p .

w SLU^AE p = ∞ WMESTO SUMM W PRAWYH ^ASTQH (5) I (6) BERETSQ max_{ks} |T (y_{ks})|.

mAS[TABIRU@]IE FUNKCII SISTEM WSPLESKOW CW , SW UDOWLETWORQ@T USLO- WIQM TEOREMY 2, PO“TOMU PRI λj = 1, j = 0, . . ., 2^j − 1 TEOREMA 3 WLE^ET KWAZI- MATRI^NOSTX “TIH SISTEM.

pUSTX TEPERX KRATNORAZRE[A@]IJ ANALIZ {V^{per}_j }^∞_{j=0} POROVDEN NEPRERYWNOJ MAS[TABIRU@]EJ FUNKCIEJ φ. dLQ NEPRERYWNOJ 1-PERIODI^ESKOJ FUNKCII f OPREDELIM NAILU^[EE PRIBLIVENIE “LEMENTAMI PROSTRANSTWA V^{per}_{j E}

j(f) = inf_T ∈V^{per}_j ‖f − T ‖_∞. nA OSNOWANII FORMULY (4) DLQ f MOVNO POSTROITX SUMMATORNYJ PROCESS. sLE- DU@]EE UTWERVDENIE GOWORIT O TOM, ^TO DANNYJ SUMMATORNYJ PROCESS AP- PROKSIMIRUET PROIZWOLXNU@ NEPRERYWNU@ FUNKCI@ PO PORQDKU NE HUVE, ^EM POLINOMY NAILU^[EGO PRIBLIVENIQ.

tEOREMA 4. pUSTX NEPRERYWNAQ FUNKCIQ φ UDOWLETWORQET USLOWIQM TEORE-

MY 2, j ∈ N, y_{ks} I α_s (k = 0, . . . , 2^j−1, s = 1, . . . , M ) - SOOTWETSTWENNO TO^KI

4 m.a.skopina

OTREZKA [0, 1] I WE]ESTWENNYE ^ISLA IZ TEOREMY 2, f - NEPRERYWNAQ 1-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ

σ_j (f, x) = 2^{−j} 2j −1∑ k=0 M∑ s=1 α_sf(y_{ks})K(x, y_{ks}), TOGDA ‖f − σ_j (f)‖_∞ ≤ C E_j(f), GDE C - POSTOQNNAQ, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT φ.

sPISOK LITERATURY 1. b.s.kA[IN, w.n.tEMLQKOW, o NAILU^[IH m-^LENNYH PRIBLIVENIQH I “NTROPII MNOVESTW

W PROSTRANSTWE L^1, mATEM. ZAMETKI 56, W.5 (1994), 57-86.

2. b.s.kA[IN, o TRIGONOMETRI^ESKIH POLINOMAH S KO“FFICIENTAMI PO MODUL@ RAWNYMI

NUL@ ILI EDINICE, tRUDY 3-J sARATOWSKOJ ZIMNEJ [KOLY, ^.1, 1987, pp. 19-30.

3. a.zIGMUND, tRIGONOMETRI^ESKIJ RQDY. t.2, m.: mIR, 1965.

4. Y.Meyer, Ondelettes, Herman, Paris, 1990.

5. I.Daubechies, Ten Lectures on wavelets, CBMS-NSR Series in Appl. Math., SIAM, 1992.

6. w.w.vUK, sILXNAQ APPROKSIMACIQ PERIODI^ESKIH FUNKCIJ, l.: iZD-WO lENINGR. UN-TA,

1989.

s.-pETERBURGSKIJ GOSUDARSTWENNYJ UNIWERSITET, FAKULXTET PRIKLADNOJ MATEMATIKI - PROCESSOW UPRAWLENIQ