mINISTERSTWO OB]EGO I PROFESSIONALXNOGO OBRAZOWANIQ rOSSIJSKOJ fEDERACII

sankt-peterburgskii gosudarstwennyj tehni~eskij uniwersitet

a.p.petuhow

wwedenie w teori‘ bazisow wspleskow

u^EBNOE POSOBIE

sANKT-pETERBURG iZDATELXSTWO spBgtu

1999

Typeset by AMS-TEX 1

udk 517.5

pETUHOW a.p. wWEDENIE W TEORI@ BAZISOW WSPLESKOW . spB: iZD- WO spBgtu, 1999. 132 S.

pOSOBIE QWLQETSQ RAS[IRENNOJ WERSIEJ SEMESTROWOGO KURSA, PRO^ITAN- NOGO W spBgtu STUDENTAM 3 KURSA, W KOTOROM IZLOVENY OSNOWNYE PO- NQTIQ I PREDPOSYLKI WOZNIKNOWENIQ BURNO RAZWIWA@]EJSQ W POSLEDNIE 10 LET TEORII BAZISOW WSPLESKOW (wavelets). w NASTOQ]EE WREMQ BAZI- SY WSPLESKOW NA[LI [IROKOE RASPROSTRANENIE OT ^ISTO MATEMATI^ESKIH PROBLEM OPISANIQ FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTW DO SUGUBO PRIKLADNYH PROBLEM CIFROWOJ OBRABOTKI SIGNALOW I IZOBRAVENIJ. bAZISY WSPLESKOW NAHODQT WSE BOLX[IE PRIMENENIQ W FIZIKE, ASTRONOMII, GEOFIZIKE, MEDI- CINE I DRUGIH OBLASTQH ZNANIJ. pRI^INA TAKOJ POPULQRNOSTI SOSTOIT W TOM, ^TO WSPLESKI QWLQ@TSQ IDEALXNYM INSTRUMENTOM DLQ ADEKWATNOGO PREDSTAWLENIQ NESTACIONARNYH SIGNALOW KAK S TO^KI ZRENIQ GLUBINNYH SWOJSTW, WAVNYH W TEORII, TAK I S TO^KI ZRENIQ SU]ESTWOWANIQ DLQ NIH SWERH“KONOMI^NYH ^ISLENNYH ALGORITMOW. w POSOBII PREDSTAWLENO WWE- DENIE W OBA ASPEKTA TEORII WSPLESKOW I UKAZANY OSNOWNYE WOZMOVNYE PRILOVENIQ TEORII. w ^ASTNOSTI, OBSUVDA@TSQ SOWREMENNYE ALGORITMY SVATIQ IZOBRAVENIJ.

pOSOBIE PREDNAZNA^ENO DLQ STUDENTOW, SPECIALIZIRU@]IHSQ W CIFRO- WOJ OBRABOTKE SIGNALOW I BYSTRYH ALGORITMAH, NO BUDET INTERESNO I SPECIALISTAM-ISSLEDOWATELQM, VELA@]IM OZNAKOMITXSQ S OSNOWAMI TEO- RII WSPLESKOW.

iL. 14. bIBL. 57 NAZW.

pE^ATAETSQ PO RE[ENI@ REDAKCIONNO-IZDATELXSKOGO SOWETA FIZIKO-MEHANI^ESKOGO FAKULXTETA spBgtu

© sANKT-pETERBURGSKIJ GOSUDARSTWENNYJ TEHNI^ESKIJ UNIWESITET, 1999 wwedenie. 3

wWEDENIE.

zNA^ITELXNYJ NEOSLABEWA@]IJ INTERES W MIRE K WSPLESKAM ( wavelets) OBUSLOWLEN GLAWNYM OBRAZOM IH PRILOVENIQMI K PROBLEMAM SVATIQ IN- FORMACII (AUDIO I GRAFI^ESKOJ) I OBRABOTKI SIGNALOW. wSPLESKI DA@T TOT REDKIJ PRIMER, KOGDA TEORIQ I EE REALIZACIQ NA PRAKTIKE RAZWIWA- @TSQ PARALLELXNO I, KAK PRAWILO, ODNIMI I TEMI VE AWTORAMI. nASTO- Q]EE U^EBNOE POSOBIE TAKVE WKL@^AET W SEBQ OBA ASPEKTA I NAPRAWLENO, KAK NA IZLOVNIE TEORETI^ESKIH PREDPOSYLOK ISPOLXZOWANIQ WSPLESKOW (W OPREDELENNOM SMYSLE ALXTERNATIWY KLASSI^ESKOMU fURXE ANALIZU PRI RE[ENII NEKOTORYH SPECIFI^ESKIH ZADA^), TAK I NA IZU^ENIE ^ISLENNYH ALGORITMOW, REALIZU@]IH OBRABOTKU I SVATIE INFORMACII.

oTPRAWNOJ TO^KOJ W SISTEMATI^ESKOM IZU^ENII BAZISOW WSPLESKOW S^I- TAETSQ RABOTA s. mALLATA [Ma], W KOTOROJ BYLO WWEDENO PONQTIE KRATNO-

MAS[TABNOGO ANALIZA I NAME^EN OB]IJ PODHOD K POISKU BAZISOW WSPLES-

KOW. dO WYHODA DANNOJ STATXI SU]ESTWOWALO MNOGO PRIMEROW BAZISOW WSPLESKOW ([M4], [L], [B], [D1]), ODNAKO POSTROENIE KAVDOGO NOWOGO BAZISA TREBOWALO PRINCIPIALXNO NOWYH IDEJ. w NASTOQ]EE VE WREMQ POSTRO- ENIE NOWYH BAZISOW S NUVNYMI SWOJSTWAMI MOVNO S^ITATX TREBU@]IM OPREDELENNYH NAWYKOW REMESLOM.

aPPARAT BAZISOW WSPLESKOW OKAZALSQ ODINAKOWO PRODUKTIWEN, KAK DLQ ^ISTO TEORETI^ESKIH WOPROSOW, TAK I DLQ PRIKLADNYH. oKAZALOSX, ^TO SU]ESTWUET MNOVESTWO BAZISOW, HORO[O LOKALIZOWANNYH PO PROSTRANST- WU, ^XI PREOBRAZOWANIQ fURXE TAKVE HORO[O LOKALIZOWANY. pRI “TOM OKAZALOSX, ^TO STEPENX@ LOKALIZACII WO WREMENNOJ I ^ASTOTNOJ OBLASTI MOVNO UPRAWLQTX, ^TO DAET WOZMOVNOSTX POLU^ITX SWOEOBRAZNU@ INTER- POLQCI@ MEVDU PREDSTAWLENIEM FUNKCII (SIGNALA) WO WREMENNOJ (ILI PROSTRANSTWENNOJ) OBLASTI I EE PREDSTAWLENIEM W ^ASTOTNOJ OBLASTI, T.E. EE PREDSTAWLENIEM ^EREZ PREOBRAZOWANIE fURXE.

dLQ MATEMATI^ESKOJ TEORII “FFEKTIWNOSTX WSPLESKOW PROQWILASX, NA- PRIMER, W WOZMOVNOSTI OHARAKTERIZOWATX FUNKCII MNOGIH NORMIROWAN- NYH PROSTRANSTW TIPA PROSTRANSTW bESOWA ^EREZ KO“FFICIENTY IH RAZ- LOVENIJ PO BAZISAM WSPLESKOW. oSTANOWIMSQ KRATKO NA “TOJ PROBLE- ME. pUSTX L^p (T), 1 ≤ p ≤ ∞, — NORMIROWANNYE PROSTRANSTWA 2π- PERIODI^ESKIH FUNKCIJ S NORMOJ ‖f‖_p = (∫_π −π |f(x)|^p dx )_{1/p} , (1)

A ℓ^p — PROSTRANSTWO (OBOB]ENNYH) FUNKCIJ (SM. [—]), PREDSTAWIMYH W WIDE RQDA f(x) =^∑_{n∈Z} cne^{inx}, S NORMOJ ‖f‖_p = ( ∑ n∈Z |c_n|^p )_{1/p} . (2)

w PERWOM SLU^AE (FORMULA (1)) PRINADLEVNOSTX K PROSTRANSTWU POLNOS- TX@ OPREDELQETSQ WREMENNYM (PROSTRANSTWENNYM) POWEDENIEM FUNKCII, WO WTOROM SLU^AE (FORMULA (2)) — TOLXKO EE SPEKTROM. pRI “TOM, ZA ISKL@^ENIEM SLU^AQ p = 2, ODIN WID PROSTRANSTWA NE MOVET BYTX UDOW- LETWORITELXNO OPISAN W TERMINAH SWOJSTWENNYH DRUGOMU.

oPISANIE MNOGIH IZ PROSTRANSTW bESOWA — lIZORKINA — tRIBELQ (SM. [t]) NE MOVET BYTX SWEDENNO NI K OPISANI@ WO WREMENNOJ, NI K OPISANI@ W ^ASTOTNOJ OBLASTI. w 80-E GODY BYLO POPULQRNO OPISANIE TAKOGO RODA PROSTRANSTW ^EREZ PREDSTAWLENIE W WIDE SUMMY ATOMARNYH FUNKCIJ, T.E FUNKCIJ ZADANNOJ GLADKOSTI S NEKOTORYM ^ISLOM NULEWYH MOMENTOW, ^XI PREOBRAZOWANIQ fURXE TAKVE IME@T FIKSIROWANNU@ GLAD- KOSTX. tEOREMY O PREDSTAWLENII FUNKCIJ ^EREZ ATOMARNYE GARANTIROWA- LI LI[X SU]ESTWOWANIE RAZLOVENIQ BEZ OPISANIQ SPOSOBA EGO POLU^ENIQ. qSNO, ^TO POQWLENIE BAZISOW, PO KOTORYM MOVNO PROIZWODITX TAKIE RAZ- LOVENIQ PRIWELO K SU]ESTWENNOMU PROGRESSU W TEORII FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTW. zAMETIM, ^TO NEMALOWAVNYM SWOJSTWOM BAZISOW WSPLES- KOW QWLQETSQ TOT FAKT, ^TO ONI SOSTOQT IZ SDWIGOW I RASTQVENIJ ODNOJ FUNKCII.

wTOROE NAPRAWLENIE W aNALIZE, W KOTOROM BYL DOSTIGNUT ZNA^ITELX- NYJ PROGRESS PRI POMO]I APPARATA BAZISOW WSPLESKOW — POSTROENIE BEZ- USLOWNYH BAZISOW FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTW. nAPOMNIM, ^TO BAZIS PROSTRANSTWA NAZYWAETSQ BEZUSLOWNYM, ESLI DLQ L@BOGO “LEMENTA “TOGO PROSTRANSTWA SUMMA RQDA, EGO PREDSTAWLQ@]EGO, NE ZAWISIT OT PORQDKA SUMMIROWANIQ (T.E. OT PERESTANOWKI SLAGAEMYH). —TA PROBLEMA IMEET KAK TEORETI^ESKIJ, TAK I PRIKLADNOJ ASPEKT. s ODNOJ STORONY, WPERWYE UDALOSX NAJTI BEZUSLOWNYE BAZISY NEKOTORYH PROSTRANSTW. a S DRUGOJ STORONY, S TO^KI ZRENIQ PRIKLADNYH ZADA^ WAVNO, ^TO IMEQ PREDSTAWLE- NIE OB˙EKTA W WIDE RQDA, KOGDA NUVNO OSTAWITX LI[X ^ASTX SLAGAEMYH (NAPRIMER, OTBROSIW SLAGAEMYE, MALYE PO NORME), ESLI BAZIS BEZUSLOW- NYJ, NE NUVNO DUMATX, KAKIE SLAGAEMYE OTBRASYWA@TSQ.

pRIKLADNYE ASPEKTY TEORII WSPLESKOW, PREVDE WSEGO WOPROSY SVATIQ IZOBRAVENIJ, DALEE BUDUT RASSMOTRENY PODROBNO. zDESX MY LI[X OT- METIM, ^TO NESMOTRQ NA TO, ^TO UVE K NASTOQ]EMU WREMENI QSNO, ^TO

WSPLESKI QWLQ@TSQ GIBKIM I MO]NYM INSTRUMENTOM SVATIQ I OBRABOT- KI IZOBRAVENIJ I SIGNALOW DRUGOJ PRIRODY, STANDARTY SVATIQ, OSNO- WANNYE NA RAZLOVENII PO BAZISAM WSPLESKOW, NAHODQTSQ LI[X NA STADII RAZRABOTKI. wPRO^EM, SU]ESTWU@T I PRIMERY ISPOLXZOWANIQ BAZISOW WSPLESKOW KAK STANDARTA PREDSTAWLENIQ INFORMACII. pIONEROM W “TOJ OBLASTI QWLQETSQ fbr, KOTOROE UVE DAWNO ISPOLXZUET ALGORITMY RAZ- LOVENIQ PO BAZISAM WSPLESKOW DLQ HRANENIQ W SVATOM WIDE KARTOTEKI OTPE^ATKOW PALXCEW.

zA POSLEDNIE 5 LET WY[LO DOSTATO^NOE KOLI^ESTWO MONOGRAFIJ, OTRA- VA@]IH RAZNYE ASPEKTY TEORII WSPLESKOW (SM. [Ch], [D2], [H], [M1], [M3],

[SN]). lU^[EJ IZ NIH, KAK S TO^KI ZRENIQ WWEDENIQ W TEORI@, TAK I S TO^-

KI ZRENIQ OPISANIQ PRILOVENIJ, BEZUSLOWNO, QWLQETSQ KNIGA i.dOBE[I

[D2]. kROME TOGO MOVNO DLQ WWEDENIQ W TEORI@ WSPLESKOW REKOMENDOWATX

STATXI [CDF], [D1], [Ma], [BDR]. dRUGIE MONOGRAFII O WSPLESKAH LIBO W BOLX[EJ STEPENI OTRAVA@T INDIWIDUALXNYE WKUSY AWTOROW, ^EM QWLQ@T- SQ WWEDENIEM W PREDMET, LIBO SLI[KOM POWERHNOSTNY I PRI BOLX[OJ [I- RINE OHWATA DA@T LI[X NABROSKI UZLOWYH MOMENTOW. k SOVALENI@, K NA- STOQ]EMU MOMENTU NET NI ODNOJ KNIGI PO WSPLESKAM NA RUSSKOM QZYKE, A ANGLOQZY^NYE IZDANIQ KNIG MALODOSTUPNY. iZ RUSSKOQZY^NYH VURNALX- NYH PUBLIKACIJ MOVNO REKOMENDOWATX OBZORNU@ STATX@ i.q.nOWIKOWA I s.b.sTE^KINA [ns], DOSTATO^NO PODROBNO OTRAVA@]U@ MATEMATI^ESKU@ STORONU TEORII WSPLESKOW.

§1. pRINCIPY WYBORA BAZISOW.

mY NA^NEM S RASSMOTRENIQ WOPROSOW PREDSTAWLENIQ FIZI^ESKIH OB˙- EKTOW I PROCESSOW W WIDE, PRIGODNOM DLQ IH DALXNEJ[EJ MATEMATI^ESKOJ OBRABOTKI. mY BUDEM RASSMATRIWATX OB˙EKTY SAMOJ RAZNOJ PRIRODY. nEKOTORYE IZ NIH MOVNO S^ITATX LINEJNYMI PROSTRANSTWAMI, NAPRI- MER, RAZNOGO RODA FUNKCIONALXNYE KLASSY ILI PROSTRANSTWA SLU^AJNYH WEKTOROW ILI PROCESSOW. dRUGIE OB˙EKTY TIPA OCIFROWANNYH SIGNALOW ILI IZOBRAVENIJ SAMI PO SEBE NE OBRAZU@T LINEJNOGO PROSTRANSTWA, A LI[X QWLQ@TSQ PODMNOVESTWOM NEKOTOROGO PROSTRANSTWA. nAM BUDET UDOBNO DLQ OBOZNA^ENIQ OB˙EKTA OBRABOTKI POLXZOWATXSQ TERMINAMI OB-

RABATYWAEMAQ INFORMACIQ ILI WHODNOJ SIGNAL.

w L@BOM SLU^AE PREDPOLAGAETSQ, ^TO DLQ “LEMENTOW OB˙EKTA OPREDELE- NO PONQTIE IH BLIZOSTI PRI POMO]I NEKOTOROJ METRIKI. wOPROS WYBORA ESTESTWENNOJ METRIKI, PODHODQ]EJ K KONKRETNOJ ZADA^E, SOWSEM NEPROST. eE WYBOR DIKTUETSQ NE MATEMATIKOJ, A SKOREE FIZIOLOGIEJ NA[IH ORGA-

NOW ZRENIQ, SLUHA I T.D. ILI ”FIZIOLOGIEJ” TEHNI^ESKOGO USTROJSTWA, QW- LQ@]EGOSQ POTREBITELEM PERERABOTANNOJ INFORMACII. aDEKWATNOE TE- ORETI^ESKOE OBOSNOWANIE WYBORA METRIKI NAJTI UDAETSQ REDKO. ~A]E WSEGO PODBOR OSU]ESTWLQETSQ “KSPERIMENTALXNYM PUTEM PRI POMO]I PE- REBORA NEKOTOROJ SOWOKUPNOSTI METRIK-KANDIDATOW I “KSPERTNYH OCENOK REZULXTATOW PRIBLIVENIQ W TOM ILI INOM SMYSLE. oBY^NYJ WO MNOGIH SLU^AQH WYBOR SREDNEKWADRATI^ESKOGO (EWKLIDOWA) RASSTOQNIQ PROISHO- DIT ^A]E WSEGO NE OT HORO[EJ VIZNI, A PROSTO KAK USREDNENNYJ WYBOR PO WSEM WOZMOVNYM W “TOM MIRE ZADA^AM. kROME TOGO, W BOLX[INSTWE SLU^A- EW MOVNO OBOSNOWATX, ^TO WYBOR EWKLIDOWA RASSTOQNIQ NE SAMYJ HUD[IJ IZ WOZMOVNYH. nAKONEC, GLAWNAQ PRI^INA WYBORA EWKLIDOWA RASSTOQNIQ — PROSTOTA WYPOLNENIQ RAS^ETOW, WOZMOVNOSTX QWNOGO RE[ENIQ MNOGIH “KSTREMALXNYH ZADA^. mY PRI POSTROENII TEORII WSPLESKOW TAKVE BU- DEM W OSNOWNOM PRIDERVIWATXSQ EWKLIDOWOJ TEORII, OTKLONQQSX OT NEE LI[X W SLU^AQH, KOGDA MOVNO PREDLOVITX ^TO-TO ZAWEDOMO LU^[EE.

pERWYJ “TAP OBRABOTKI SOSTOIT W WYBORE LINEJNOGO PROSTRANSTWA, ^XI “LEMENTY MOGUT WYSTUPATX W KA^ESTWE UDOWLETWORITELXNOJ ZAMENY DLQ WHODNOGO SIGNALA. oSNOWNOJ KRITERIJ — LINEJNOE PROSTRANSTWO NE DOLVNO BYTX IZBYTO^NO BOLX[IM. tIPI^NYJ PRIMER WYBORA PRIBLI- VA@]EGO PROSTRANSTWA DAET PRAWILO DISKRETIZACII SIGNALA, SOGLASNO KOTOROMU ^ASTOTA DISKRETIZACII DOLVNA BYTX WDWOE WY[E WERHNEJ ^AS- TOTY (^ASTOTY nAJKWISTA) “TOGO SIGNALA. w USLOWIQH, KOGDA WERHNQQ ^ASTOTA NE OBOZNA^ENA ^ETKO, WYBOR ZAKL@^AETSQ W KOMPROMISSE MEVDU KA^ESTWOM PRIBLIVENIQ WHODNOJ INFORMACII I POSLEDU@]IMI ARIFME- TI^ESKIMI ZATRATAMI NA OBRABOTKU. kONE^NO, IZBYTO^NYJ OB˙EM IN- FORMACII MOVET BYTX WPOSLEDSTWII SOKRA]EN PUTEM PRIMENENIQ POD- HODQ]EJ PROCEDURY SVATIQ INFORMACII. oDNAKO W L@BOM SLU^AE PLO- HO WYBRANNOE PRIBLIVA@]EE PROSTRANSTWO STANET PRI^INOJ UWELI^ENIQ ARIFMETI^ESKIH ZATRAT.

rAZUMEETSQ, DLQ WOZMOVNOSTI POSLEDU@]EJ OBRABOTKI SIGNALA ZA KO- NE^NOE WREMQ PRIHODITSQ TREBOWATX, ^TOBY WYBIRAEMOE PROSTRANSTWO BYLO KONE^NOMERNYM. rAZDEL MATEMATIKI, W KOTOROM RASSMATRIWAET- SQ WOZMOVNOSTX PRIBLIVENIQ FUNKCIJ FIKSIROWANNYH FUNKCIONALXNYH KLASSOW KONE^NOMERNYMI PODPROSTRANSTWAMI I IZU^AETSQ ZAWISIMOSTX SKOROSTI IH APPROKSIMACII OT RAZMERNOSTI PRIBLIVA@]EGO PROSTRAN- STWA, NAZYWAETSQ TEORIEJ POPERE^NIKOW. nESMOTRQ NA TO, ^TO RE[ENIE PODOBNYH ZADA^ NOSIT [TU^NYJ HARAKTER, I MALOWEROQTNO NAJTI “KSTRE- MALXNYE PROSTRANSTWA, MINIMIZIRU@]IE UKLONENIE, DLQ KONKRETNYH

PRIKLADNYH ZADA^, RE[ENIE IZWESTNYH ZADA^ MOVET BYTX ISTO^NIKOM OB]IH SOOBRAVENIJ DLQ HOTQ I NEOPTIMALXNOGO, NO HORO[EGO WYBORA. zA- METIM, ^TO DLQ MNOGIH ZADA^ OPTIMALXNYMI OKAZYWA@TSQ PROSTRANSTWA KUSO^NO POLINOMIALXNYH FUNKCIJ (SPLAJNOW). oDNO IZ TAKIH TRIWIALX- NYH, NO WESXMA POLEZNYH ”OB]IH SOOBRAVENIJ” SOSTOIT W TOM, ^TO DLQ HORO[EGO PRIBLIVENIQ PRIBLIVA@]IE OB˙EKTY DOLVNY BYTX ”TAKIMI VE”, KAK I PRIBLIVAEMYE. nAPRIMER, ESLI INTERESU@]IE NAS SIGNA- LY QWLQ@TSQ NEPRERYWNYMI, NO NEDIFFERENCIRUEMYMI FUNKCIQMI, TO NE STOIT W KA^ESTWE PRIBLIVA@]EGO APPARATA ISPOLXZOWATX POLINOMY, POSKOLXKU GLADKOSTX OBQZYWAET POLINOM WESTI SEBQ OPREDELENNYM OB- RAZOM. oN NEDOSTATO^NO GIBOK, ^TOBY OTSLEVIWATX IZLOMY FUNKCII. wEROQTNO, BOLEE UMESTNYMI ZDESX OKAVUTSQ KUSO^NO LINEJNYE FUNKCII ILI ^TO-NIBUDX PODOBNOE. nAPROTIW, POLINOMY QWLQ@TSQ OPTIMALXNYM PRIBLIVA@]IM APPARATOM DLQ ANALITI^ESKIH FUNKCIJ.

sLEDU@]AQ PROBLEMA — NAJTI W WYBRANNOM PROSTRANSTWE “LEMENT, KOTORYJ BUDET SLUVITX ZAMENOJ WHODNOGO SIGNALA. wYBOR PRIBLIVENIQ, NAILU^[EGO W KAKOM-TO SMYSLE, QWLQETSQ ZADA^EJ DOSTATO^NO TRUDOEMKOJ DAVE DLQ EWKLIDOWA RASSTOQNIQ. pO“TOMU ^A]E WSEGO PODBIRAETSQ KAKOJ- NIBUDX PROSTOJ OPERATOR PROEKTIROWANIQ. mY E]E WERNEMSQ K WYBORU “TOGO OPERATORA.

sLEDU@]IJ [AG SOSTOIT W WYBORE BAZISA W PROSTRANSTWE, POLU^ENNOM NA PREDYDU]EM “TAPE. rASSMOTRIM PROSTEJ[IJ PRIMER, POKAZYWA@]IJ WAVNOSTX DANNOGO WYBORA. pUSTX MY IMEEM n-MERNYJ WEKTOR ⃗a. dLQ EGO ZAPISI ILI HRANENIQ NUVNO n ^ISEL ILI Q^EEK PAMQTI. eSLI NAPRAWLE- NIE “TOGO WEKTORA SOWPADAET S NAPRAWLENIEM ODNOJ IZ KOORDINATNOJ OSEJ, TO DLQ EGO ZAPISI TREBUETSQ WSEGO ODNO ^ISLO, KONE^NO, ESLI MY ZNAEM O KAKOJ IMENNO OSI IDET RE^X. pUSTX TEPERX NAM NUVNO RABOTATX S RAZNY- MI WEKTORAMI. eSLI WSE ONI IME@T ODNO I TO VE NAPRAWLENIE, TO STOIT WYBRATX BAZIS, U KOTOROGO ODNA IZ OSEJ IMEET “TO NAPRAWLENIE.

pREDPOLOVIM, TEPERX NAM NUVNO RABOTATX S WEKTORAMI, KOTORYE IME- @T RAZNYE NAPRAWLENIQ, NO NE WSE IZ “TIH NAPRAWLENIJ WSTRE^A@TSQ ODI- NAKOWO ^ASTO. nAPRIMER, W KA^ESTWE SOWOKUPNOSTI WEKTOROW MY RASSMAT- RIWAEM SLU^AJNYJ NORMALXNO RASPREDELENNYJ WEKTOR^⃗ξ, SOSTOQ]IJ IZ n KOMPONENT. nAM BY HOTELOSX, ^TOBY POSLE WYBORA BAZISA NEKOTORYE KO“F- FICIENTY RAZLOVENIQ PO NOWOMU BAZISU, KOTORYE, RAZUMEETSQ, QWLQ@TSQ SLU^AJNYMI WELI^INAMI, OKAZALISX MALY, T.E. OTNOSITELXNO MALYMI BY OKAZALISX IH DISPERSII. w “TOM SLU^AE, ESLI OTBROSITX MALYE SLAGAEMYE W RAZLOVENII, TO MOVNO UMENX[ITX RAZMERNOSTX SLU^AJNOGO WEKTORA. i

ESLI POTREBUETSQ PERESYLATX ZNA^ENIQ “TOGO WEKTORA ILI OTPRAWLQTX IH NA HRANENIE, TO DLQ WEKTORA S MENX[EJ RAZMERNOSTX@ BUDET NABL@DATXSQ OPREDELENNAQ “KONOMIQ RESURSOW.

qSNO, ^TO OPTIMALXNYM DLQ “TIH CELEJ BAZISOM QWLQETSQ ORTONORMI- ROWANNYJ BAZIS IZ WEKTOROW, ^XI NAPRAWLENIQ SOWPADA@T S NAPRAWLENI- QMI GLAWNYH OSEJ “LLIPSA RASSEQNIQ SLU^AJNOGO WEKTORA^⃗ξ. pRI “TOM, OTBRASYWAQ PO O^EREDI KOMPONENTY S MINIMALXNOJ DISPERSIEJ, MY NA- NOSIM MINIMALXNO WOZMOVNYJ U]ERB ISHODNOMU WEKTORU^⃗ξ. kROME WSEGO PRO^EGO, WEKTOR KOORDINAT WEKTORA^⃗ξ W NOWOM BAZISE IMEET NEKORRELIRO- WANNYE KOMPONENTY, ^TO UDOBNO NE TOLXKO DLQ SVATIQ, NO I DLQ DALX- NEJ[EJ OBRABOTKI, A TAKVE DLQ ANALITI^ESKIH METODOW EE OPTIMIZACII.

zAMETIM, ^TO W SLU^AE, KOGDA ISHODNYJ WEKTOR^⃗ξ IMEET NEKORRELIRO- WANNYE KOMPONENTY c RAWNOJ DISPERSIEJ, NIKAKOE ORTOGONALXNOE PREOB- RAZOWANIE NE PRIWEDET K WOZMOVNOSTI DOPOLNITELXNOGO SVATIQ INFORMA- CII, POSKOLXKU “LLIPS RASSEQNIQ PREWRA]AETSQ W [AR.

oB]IJ PRINCIP WYBORA PODHODQ]EGO BAZISA, KAK PRAWILO, ZAKL@^A- ETSQ W TOM, ^TO HORO[IM DLQ SVATIQ INFORMACII QWLQETSQ BAZIS, KOTO- RYJ WEDET K RASKORRELQCII, T.E. KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISU MOVNO S^ITATX NEKORRELIROWANNYMI ILI SLABO KORRELIROWANNYMI SLU- ^AJNYMI WELI^INAMI. bAZISY, W KOTORYH WEKTOR KO“FFICIENTOW IMEET NEKORRELIROWANNYE KOMPONENTY NAZYWA@T BAZISAMI kARUNENA — lOEWA. iNTERESNO OTMETITX, ^TO TOT VE SAMYJ PRINCIP RABOTAET I DLQ DRUGIH ZADA^, NAPRIMER, DLQ ZADA^ TEORII FILXTRACII. rE[ENIE BOLX[INSTWA ZADA^, SWQZANNYH S OPTIMIZACIEJ OBRABOTKI SIGNALOW, W KA^ESTWE ODNOGO IZ SWOIH [AGOW WKL@^AET W SEBQ (MOVET BYTX, I NEQWNO) OPERACI@ RAS- KORRELQCII OTS^ETOW WHODNOGO SIGNALA. dLQ GAUSSOWSKIH WEKTOROW PRI- WEDENNYJ PRINCIP WSEGDA PRIWODIT K OPTIMALXNOMU BAZISU, ODNAKO DLQ OB]EGO SLU^AQ ON MOVET NARU[ATXSQ. sU]ESTWU@T PRIMERY (SM., NAPR.,

[MF]), KOGDA RASKORRELQCIQ WEDET K HUD[EMU PREDSTAWLENI@ INFORMACII

S TO^KI ZRENIQ ZADA^ KOMPRESSII.

tRIGONOMETRI^ESKIJ BAZIS I BAZISY KOMPLEKSNYH “KSPONENT NEZAME- NIMY DLQ TEORII I ^ASTO QWLQ@TSQ LU^[IM WYBOROM DLQ PREDSTAWLENIQ INFORMACII W PRAKTI^ESKIH ZADA^AH. oNI OPTIMALXNY PO MNOGIM KRITE- RIQM PRI RABOTE SO STACIONARNYMI SLU^AJNYMI PROCESSAMI. w ^ASTNOS- TI, KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ STACIONARNOGO PROCESSA PO TRIGONOMETRI- ^ESKOMU BAZISU QWLQ@TSQ NEKORRELIROWANYMI SLU^AJNYMI WELI^INAMI. oDNAKO EGO ISPOLXZOWANIE DLQ SIGNALOW S OSOBENNOSTQMI (NESTACIONAR- NOSTQMI) WO WREMENNOJ OBLASTI NATALKIWAETSQ NA PROBLEMU, SWQZANNU@ S

TEM, ^TO NOSITELI BAZISNYH FUNKCIJ (T.E. ZAMYKANIQ MNOVESTW, NA KO- TORYH FUNKCII OTLI^NY OT NULQ) NE LOKALIZOWANY WO WREMENI, PO“TOMU DLQ PREDSTAWLENIQ LOKALXNOJ OSOBENNOSTI W SIGNALE ALGORITM RAZLOVE- NIQ (MOVET BYTX, NEQWNO) RE[AET DWE ZADA^I: S ODNOJ STORONY SLEDUET OTOBRAZITX OSOBENNOSTX, A S DRUGOJ STORONY, TREBUETSQ, ^TOBY GARMONI- KI W STORONE OT OSOBENNOSTI UNI^TOVILI DRUG DRUGA. tAK, NAPRIMER, SPEKTR δ-FUNKCII (SAMOJ RAFINIROWANNOJ OSOBENNOSTI) POSTOQNEN. sLE- DOWATELXNO, DLQ OTOBRAVENIQ W SIGNALE TAKOJ OSOBENNOSTI NEOBHODIMY I RAWNOWAVNY WSE KOMPONENTY SPEKTRA. oTSUTSTWIE ^ASTI IZ NIH PRIWEDET K ISKAVENI@ SIGNALA NE TOLXKO WBLIZI OSOBENNOSTI, NO I NA RASSTOQNII OT NEE. tAKIM OBRAZOM, DLQ PREDSTAWLENIQ LOKALXNOJ OSOBENNOSTI NU- VEN BAZIS, ^XI FUNKCII HORO[O LOKALIZOWANY. nO W SLU^AE, KOGDA LO- KALXNAQ NEODNORODNOSTX PRISUTSTWUET NA FONE STACIONARNOGO SIGNALA, DLQ ADEKWATNOGO PREDSTAWLENIQ OBEIH KOMPONENT BAZIS DOLVEN OBLADATX, KAZALOSX BY, NESOWMESTIMYMI SWOJSTWAMI: ODNOWREMENNOJ LOKALIZACI- EJ SAMIH FUNKCIJ I IH PREOBRAZOWANIJ fURXE. nESOWMESTIMOSTX DWUH SWOJSTW OTNOSITELXNA. w OPREDELENNYH PREDELAH IH SOWME]ENIE WOZMOV- NO. nEWOZMOVNA LI[X ODNOWREMENNAQ NAPERED ZADANNAQ HORO[AQ LOKALI- ZACIQ.

dLQ WYHODA IZ PODOBNOJ SITUACII BYLO PREDLOVENO OKONNOE PREOBRA- ZOWANIE fURXE I EGO WARIACII. oB]AQ IDEQ EGO POSTROENIQ ZAKL@^AETSQ W SLEDU@]EM. tRIGONOMETRI^ESKIE BAZISNYE FUNKCII NAREZA@TSQ NA KU- SO^KI PRI POMO]I SDWIGOW NEKOTOROJ PODHODQ]IM OBRAZOM WYBRANNOJ, NUVNYM OBRAZOM LOKALIZOWANNOJ FUNKCII p(x). wMESTO ODNOJ BAZISNOJ FUNKCII BERETSQ NABOR FUNKCIJ p(x − nt0)e^{−imω0x}, SOSTOQ]IJ IZ PROIZ- WEDENIJ ISHODNOJ TRIGONOMETRI^ESKOJ BAZISNOJ FUNKCII NA NEKOTORYE SDWIGI^1 FUNKCII p(x). pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO W SLU^AE PRAWILXNOGO PODBORA p POLU^IM ORTONORMIROWANNYJ BAZIS. hORO[AQ LOKALIZACIQ PO x ZDESX DOSTIGAETSQ LOKALIZACIEJ FUNKCII p(x), A LOKALIZACIQ PREOBRA- ZOWANIQ fURXE DOSTIGAETSQ WYSOKOJ GLADKOSTX@ “TOJ FUNKCII.

rAZUMEETSQ, IMEET SMYSL WYBIRATX p IZ TEH SOOBRAVENIJ, ^TO RAZMER NOSITELQ FUNKCII DOLVEN BYTX SRAWNIM S INTERWALOM STACIONARNOSTI SIGNALA.

oDNIM IZ NEDOSTATKOW TAKOGO BAZISA QWLQETSQ BOLX[OE KOLI^ESTWO EGO “LEMENTOW. iZ ODNOJ NELOKALIZOWANNOJ GARMONIKI POLU^AETSQ MNOGO GAR- MONIK LOKALIZOWANNYH. eSTESTWENNO, “TO WEDET K UWELI^ENI@ WY^ISLI-

1eDINI^NYJ SDWIG SRAWNIM S RAZMEROM NOSITELQ FUNKCII p(x).

TELXNYH ZATRAT PRI RAZLOVENII. tAKIM OBRAZOM, SLI[KOM RASTO^ITELX- NO ISPOLXZOWATX LOKALIZOWANNYE BAZISY S BEDNYM ^ASTOTNYM NAPOLNE- NIEM.

wTOROJ NEDOSTATOK MENEE O^EWIDEN I SOSTOIT W SLEDU@]EM. dLINA U^ASTKA STACIONARNOSTI OBY^NO ZAWISIT OT ^ASTOTNOGO DIAPAZONA. dLQ WYSOKIH ^ASTOT ON MENX[E, DLQ NIZKIH — BOLX[E. pO“TOMU BYLO BY VELATELXNO, ^TOBY FUNKCII p BYLI RAZNYMI DLQ RAZNYH ^ASTOT.

bAZISY WSPLESKOW, STROGOE OPREDELENIE KOTORYH BUDET DANO W DALXNEJ- [EM, NE IMEET UKAZANNYH NEDOSTATKOW. gRUBO GOWORQ, RAZLOVENIE PO BAZI- SAM WSPLESKOW ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TO OT SIGNALA OT]EPLQETSQ (PRIBLI- VENNO) OKTAWNYM FILXTROM EGO WYSOKO^ASTOTNAQ ^ASTX. nIZKO^ASTOTNAQ I WYSOKO^ASTOTNYE ^ASTI SLABO KORRELIROWANY MEVDU SOBOJ. wYSOKO- ^ASTOTNU@ KOMPONENTU RAZLOVIM PO LOKALIZOWANNOMU BAZISU, SOSTOQ]E- MU IZ SDWIGOW ODNOJ FUNKCII. nA WTOROM [AGE SNOWA OT]EPIM WERHN@@ POLOWINU SPEKTRA SIGNALA OT POLU^IW[EJSQ NA PERWOM “TAPE NIZKO^AS- TOTNOJ KOMPONENTY I NAJDEM EE RAZLOVENIE PO BAZISU SDWIGOW TOJ VE FUNKCII, NO RASTQNUTOJ W DWA RAZA. pOSTUPAQ TAKIM OBRAZOM NUVNOE (POKA NIZKO^ASTOTNAQ ^ASTX NE STANET MALOZNA^IMOJ) ^ISLO RAZ, WWIDU TOGO, ^TO KAVDAQ BAZISNAQ FUNKCIQ OTWE^AET ZA SWOJ U^ASTOK PROSTRANST- WA I SPEKTRA MY POLU^IM KOMBINIROWANNOE PROSTRANSTWENNO-^ASTOTNOE RAZLOVENIE ISHODNOGO SIGNALA.

oTMETIM E]E NESKOLXKO WAVNEJ[IH ^ERT WSPLESK-RAZLOVENIJ, KOTO- RYE NE NA[LI OTRAVENIQ W PREDYDU]EM ABZACE. wO-PERWYH, POSLE OT- ]EPLENIQ SIGNALA OKTAWNYM FILXTROM POLU^AETSQ DWA SIGNALA, NO KOLI- ^ESTWO INFORMACII, KOTORU@ NEOBHODIMO HRANITX NE UWELI^IWAETSQ. w SAMOM DELE, DLQ NIZKO^ASTOTNOJ ^ASTI MOVNO W DWA RAZA PONIZITX ^AS- TOTU DISKRETIZACII SIGNALA. dLQ WYSOKO^ASTOTNOJ SOSTAWLQ@]EJ TOVE MOVNO PROREDITX WREMENNYE OTS^ETY, ^TO PRIWEDET WSEGO LI[X K SDWIGU SPEKTRA W OBLASTX NIZKIH ^ASTOT, NO INFORMACIQ PRI “TOM NE TERQET- SQ. iMENNO “TO OBSTOQTELXSTWO I U^ITYWAETSQ (PRAWDA W NEQWNOM WIDE) PRI WSPLESK-RAZLOVENIQH. —KONOMIQ, POLU^A@]AQSQ ZA S^ET OB˙EDINE- NIQ ^ASTOT W OKTAWNU@ POLOSU NAPRAWLQETSQ NA ULU^[ENIE PROSTRANST- WENNOGO RAZRE[ENIQ. ~EM BOLX[E DISKRETNYH ^ASTOTNYH OTS^ETOW BYLO W OKTAWE, TEM BOLX[E POQWLQETSQ WREMENNYH SDWIGOW BAZISNOJ FUNKCII. tAKIM OBRAZOM, W PRQMOUGOLXNIKE ^ASTOTA × WREMQ BAZISNYE FUNKCII OTWE^A@T ZA SWOJ PRQMOUGOLXNYJ U^ASTOK, PRI “TOM PLO]ADI WSEH TAKIH U^ASTKOW RAWNY.

pREDPOLOVIM, MY IMEEM DISKRETNYJ PERIODI^ESKIJ SIGNAL f(n) S PE- RIODOM 8. nA rIS. 1 — 3 PRODEMONSTRIROWANO RAZLI^IE PREDSTAWLENIJ SIGNALA WO WREMENNOJ OBLASTI, W ^ASTOTNOJ OBLASTI (PREOBRAZOWANIE fU- RXE) I W WIDE RAZLOVENIQ PO BAZISU WSPLESKOW.

kOGDA MY PREDSTAWLQEM SIGNAL WO WREMENNÓJ OBLASTI, KAVDOE ZNA- ^ENIE WREMENNÓGO OTS^ETA MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK KO“FFICIENT W RAZLOVENII f(n) = 7∑ k=0 f(k)δ(n − k), n = 0, 1, . . . , 7, GDE δ = { 1, n = 8k, k ∈ Z; 0, n ≠ 8k. sDWIGI FUNKCII δ LOKALIZOWANY PO WREMENI, NO NE LOKALIZOWANY PO ^ASTOTE — ABSOL@TNAQ WELI^INA IH dISKRETNOGO pREOBRAZOWANIQ fU- RXE (dpf) QWLQETSQ POSTOQNNOJ. pO“TOMU KAVDYJ IZ SDWIGOW FUNKCII δ I KAVDYJ SOOTWETSTWU@]IJ SDWIGU KO“FFICIENT RAZLOVENIQ OTWE^AET ZA SWOJ WYTQNUTYJ PO WERTIKALI PRQMOUGOLXNIK NA rIS. 1.

w SLU^AE PREDSTAWLENIE SIGNALA W ^ASTOTNOJ OBLASTI W WIDE f(n) = 1 8 7∑ k=0 f̂(n)e^{πikn/4}, n = 0, 1, . . . , 7, BAZISNYE FUNKCII IME@T HORO[O LOKALIZOWANNOE PREOBRAZOWANIE fURXE, NO WO WREMENNÓJ OBLASTI IH ABSOL@TNAQ WELI^INA POSTOQNNA. tAKIM OBRAZOM, DANNOMU PREDSTAWLENI@ SIGNALA SOOTWETSTWUET RAZBIENIE PRQ- MOUGOLXNIKA ^ASTOTA × WREMQ, PREDSTAWLENNOE NA rIS. 2.

nAKONEC, RAZLOVENI@ PO BAZISU WSPLESKOW SOOTWETSTWUET rIS. 3. dLQ “TOGO SLU^AQ BAZISNYE FUNKCII OKAZYWA@TSQ LOKALIZOWANNYMI I PO ^AS- TOTE, I PO WREMENI. pRI^EM, S UWELI^ENIEM ^ASTOTY ULU^[AETSQ LO- KALIZACIQ PO WREMENI I W TOJ VE STEPENI UHUD[AETSQ LOKALIZACIQ PO ^ASTOTE.

pRI WSEJ VESTKOSTI ANONSIROWANNYH WY[E TREBOWANIJ K BAZISAM WSPLES- KOW ONI OKAZYWA@TSQ DOSTATO^NO GIBKIM INVENERNYM I MATEMATI^ESKIM INSTRUMENTOM. iH K NASTOQ]EMU WREMENI IZWESTNO DOSTATO^NO MNOGO. kROME PROBLEMY (O^ENX SERXEZNOJ), KAK IH ISPOLXZOWATX^2 , POQWILASX PROBLEMA, KAKOJ BAZIS WYBRATX DLQ KONKRETNOJ ZADA^I.

i NAKONEC, E]E ODNIM SU]ESTWENNYM OTLI^IEM OT DRUGIH BAZISOW QW- LQETSQ WOZMOVNOSTX POSTROENIQ “FFEKTIWNYH ALGORITMOW RAZLOVENIQ I WOSSTANOWLENIQ SIGNALOW.

sOWOKUPNOSTX WSEH “TIH SWOJSTW QWLQETSQ PRI^INOJ INFORMACIONNOGO BUMA W MATEMATI^ESKOJ I INVENERNOJ LITERATURE, SWQZANNOGO S POQWLE- NIEM BAZISOW WSPLESKOW.

§2. ~TO TAKOE WSPLESK ?

~EREZ L^2 (R) BUDEM, KAK OBY^NO, OBOZNA^ATX GILXBERTOWO PROSTRANSTWO FUNKCIJ, IME@]IH KONE^NU@ NORMU

‖f‖_2^{def}= ∫_∞ −∞ |f(x)|^2 dx, INDUCIROWANNU@ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM ⟨f, g⟩ = ∫_∞ −∞ f(x)g(x) dx, A ^EREZ^^f — PREOBRAZOWANIE fURXE, OPREDELQEMOE DLQ FUNKCIJ IZ L^1 (R) PO FORMULE

f̂ (ω) = ∫_∞ −∞ f(x)e^{−ixω} dx, 2kAVDYJ GOD POQWLQ@TSQ SOTNI RABOT, POSWQ]ENNYH POWY[ENI@ “FFEKTIWNOSTI REALIZACII ALGORITMOW RAZLOVENIQ PO BAZISAM WSPLESKOW. nE MENEE DESQTKA IZ KOTO- RYH WEDUT, DEJSTWITELXNO, K SU]ESTWENNOMU PROGRESSU.

§2. ~to takoe wsplesk ? 13

I PRODOLVAEMOE PO NEPRERYWNOSTI S L^1 (R) ∪ L^2 (R) NA WSE PROSTRANSTWO L^2 (R) (SM. [CB]), NAPRIMER PO FORMULE

f̂ (ω) = lim_{A→+∞} ∫_A −A f(x)e^{−ixω} dx, GDE PREDEL PONIMAETSQ W SMYSLE NORMY PROSTRANSTWA L^2(R).

tERMIN WSPLESK QWLQETSQ WOLXNYM PEREWODOM ANGLIJSKOGO SLOWA wavelet I ISPOLXZUETSQ W NASTOQ]EE WREMQ ^A]E, PO KRAJNEJ MERE W SREDE MATEMATIKOW, ^EM EGO SINONIM WEJWLET.

sLEDUET IMETX W WIDU, ^TO “TOT TERMIN PRIMENQETSQ K DWUM BLIZKIM, NO, WOOB]E GOWORQ, NE“KWIWALENTNYM OB˙EKTAM.

pERWYM IZ NIH QWLQETSQ PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ ψ, ^XI SDWIGI I RAS- TQVENIQ {2^{j/2}ψ(2^j x − n)}j,n∈Z OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS PRO- STRANSTWA L^2(R). iZU^ENIEM SWOJSTW IMENNO TAKIH BAZISOW I IH OBOB]E- NIJ MY BUDEM ZANIMATXSQ W DALXNEJ[EM.

wTOROJ OB˙EKT — FUNKCIQ ψ, ZADA@]AQ QDRO ψ^{a,b}(x)^{def}= |a|^{−1/2}ψ ( x − b a ) INTEGRALXNOGO OPERATORA T^{wav} , OPREDELQEMOGO NA FUNKCIQH IZ L^2 (R) PO FORMULE T^{wav}[f](a, b)^{def}= ⟨f, ψ^{a,b}⟩ = |a|^{−1/2} ∫_∞ −∞ f(x)ψ ( x − b a ) dx. (1) pRI “TOM TREBUETSQ, ^TOBY FUNKCIQ ψ UDOWLETWORQLA NERAWENSTWU

C_ψ^{def}= 2π ∫_∞ −∞ |ψ̂(ω)|^2 |ω| dω < ∞. (2) tOGDA (SM. [D2, gL. 2]) SPRAWEDLIWA FORMULA OBRA]ENIQ f(x) = 1 C_ψ ∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ T^{wav}[f](a, b)ψ^{a,b}(x) da db a^2

. (3)

iZ FORMULY (3) WIDNO, OTKUDA POQWILOSX NE SOWSEM O^EWIDNOE TREBOWANIE

(2).

oTMETIM TAKVE, ^TO IZ (2) MOVNO POLU^ITX, ^TO SREDNEE ZNA^ENIE FUNKCII ψ RAWNO NUL@ DLQ L@BOJ FUNKCII ψ ∈ L^1 (R), T.E. DLQ L@- BOJ FUNKCII, DLQ KOTOROJ KORREKTNO OPREDELENO SAMO PONQTIE SREDNEGO ZNA^ENIQ. w SAMOM DELE, IZ SUMMIRUEMOSTI FUNKCII ψ SLEDUET, ^TO EE PREOBRAZOWANIE fURXE^^ψ NEPRERYWNO. sLEDOWATELXNO, IZ WYPOLNENIQ NE- RAWENSTWA (2) IMEEM^^ψ(0) = 0. pO“TOMU^∫ ψ(x) dx = 0.

zNA^ENIQ OPERATORA T^{wav}[f] KAK FUNKCII DWUH PEREMENNYH a I b NE- SUT W SEBE INFORMACI@, KOTORU@ MOVNO NAZWATX MGNOWENNYM ^ASTOTNO- WREMENNYM SPEKTROM SIGNALA, POSKOLXKU PARAMETR a IGRAET ROLX ^ASTOT- NOJ KOORDINATY, A PARAMETR b — ROLX KOORDINATY WREMENNOJ. oPERATOR (1) PRINQTO NAZYWATX NEPRERYWNYM WSPLESK-PREOBRAZOWANIEM.

oPERATOR T^{wav} PREOBRAZUET FUNKCI@ ODNOJ PEREMENNOJ W FUNKCI@ DWUH PEREMENNO. uVE “TO PROSTEJ[EE NABL@DENIE NAWODIT NA MYSLX, ^TO WSPLESK-PREOBRAZOWANIE SIGNALA SODERVIT W SEBE IZBYTO^NU@ INFORMA- CI@. —TO STANOWITSQ OSOBENNO O^EWIDNYM W SLU^AE, KOGDA FUNKCII ψ^{a,b} PRI ZNA^ENIQH a = 2^{−j} , b = 2^{−j} n, j, n ∈ Z, OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS (BAZIS WSPLESKOW) PROSTRANSTWA L^2 (R). qSNO, ^TO PRI “TOM FORMU- LA (1) PREWRATITSQ W FORMULU WY^ISLENIQ KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ PO DANNOMU BAZISU, A WMESTO INTEGRALA (3) DLQ WOSSTANOWLENIQ SIGNALA PO KO“FFICIENTAM RAZLOVENIQ POQWITSQ FORMULA f(x) = ∑ j∈Z ∑ n∈Z 2^{j/2}T^{wav} (2^{−j} , 2^{−j} n)ψ(2^j x − n). (3’)

tAKIM OBRAZOM, W RASSMOTRENNOM ^ASTNOM SLU^AE FUNKCIQ ψ QWLQETSQ WSPLESKOM S TO^KI ZRENIQ L@BOGO IZ DWUH OPREDELENIJ.

k SOVALENI@, IZ NEPRERYWNOGO WSPLESK-PREOBRAZOWANIQ NE WSEGDA MOV- NO POLU^ITX RAZLOVENIE PO BAZISU WSPLESKOW. uSLOWIE (2), RAZUMEETSQ, NE MOVET GARANTIROWATX NI ORTOGONALXNOSTI, NI DAVE LINEJNOJ NEZAWISI- MOSTI SOOTWETSTWU@]EJ SISTEMY SDWIGOW I RASTQVENIJ FUNKCII ψ. pO“- TOMU OPREDELENIE WSPLESKA KAK QDRA INTEGRALXNOGO OPERATORA NESKOLXKO [IRE. oNO PRIMENQETSQ W SLU^AE, KOGDA NEOBHODIMO WYQWITX LOKALIZO- WANNYE OSOBENNOSTI SIGNALA, KAK PRAWILO DLQ ISSLEDOWATELXSKIH ZADA^, KOGDA NET SU]ESTWENNYH OGRANI^ENIJ PO PROIZWODITELXNOSTI WY^ISLI- TELXNYH SREDSTW I NEOBHODIMOSTI PROIZWODITX WY^ISLENIQ W REALXNOM WREMENI. wEROQTNO, FIZIK NA WOPROS, ^TO TAKOE WSPLESK, DAST EGO OPRE- DELENIE KAK QDRA INTEGRALXNOGO OPERATORA. iZ TEH VE SOOBRAVENIJ NE- PRERYWNOE WSPLESK-PREOBRAZOWANIE MOVET PRIGODITXSQ MEDIKAM, GEOFI-

ZIKAM, ASTRONOMAM, WSEM INVENERAM, KROME TEH, KTO ZANIMAETSQ CIFROWOJ OBRABOTKOJ SIGNALOW.

w OBLASTX INTERESOW INVENERA-CIFROWIKA POPADAET PREVDE WSEGO PO- NQTIE WSPLESKA KAK POROVDA@]EJ BAZIS FUNKCII. mETODY RAZLOVENIJ PO BAZISAM WSPLESKOW WEDUT K “KONOMNOMU RE[ENI@ MNOGIH SU]ESTWU@- ]IH ZADA^ OBRABOTKI, TREBU@]IH SWOEJ REALIZACII W RAMKAH OGRANI^EN- NYH APPARATNYH ILI WY^ESLITELXNYH RESURSOW. bLAGODARQ TOMU, ^TO KROME “TOGO BAZISY WSPLESKOW ^ASTO QWLQ@TSQ ADEKWATNYM INSTRUMEN- TOM PREDSTAWLENIQ NESTACIONARNYH OB˙EKTOW, PRI POMO]I RAZLOVENIJ PO WSPLESKAM BYL DOSTIGNUT SU]ESTWENNYJ PROGRESS W ZADA^AH SVATIQ INFORMACII. nESOMNENNO TAKVE, ^TO TEORIQ BAZISOW WSPLESKOW W NASTO- Q]EE WREMQ QWLQETSQ NEIS^ERPAEMYM ISTO^NIKOM ZADA^ DLQ ^ISTYH I PRIKLADNYH MATEMATIKOW.

§3. kRATNOMAS[TABNYJ ANALIZ.

pONQTIE KRATNOMAS[TABNOGO ANALIZA^3 (kma) FUNKCIONALXNOGO PRO- STRANSTWA QWLQETSQ FUNDAMENTALXNYM W TEORII WSPLESKOW. nA NA[ WZGLQD, SU]ESTWU@T DWE OSNOWNYE PRI^INY WAVNOSTI “TOGO PONQTIQ DLQ TEORII WSPLESKOW. pERWAQ IZ NIH SOSTOIT W TOM, ^TO kma QWLQETSQ INSTRUMEN- TOM DLQ POSTROENIQ NOWYH BAZISOW WSPLESKOW, I W NASTOQ]EE WREMQ NET DRUGIH SKOLX-NIBUDX UNIWERSALXNYH SPOSOBOW POSTROENIQ. w KAKOM-TO SMYSLE E]E ODNIM TAKIM INSTRUMENTOM MOVNO BYLO BY S^ITATX, TAK NA- ZYWAEMU@, SHEMU SUBPOLOSNOGO KODIROWANIQ,^4 KOTORAQ POQWILASX W CIF- ROWOJ OBRABOTKE SIGNALOW DO POQWLENIQ WSPLESKOW. oDNAKO W NASTOQ]EE WREMQ SUBPOLOSNOE KODIROWANIE MOVNO S^ITATX ^ASTX@ TEORII KRATNO- MAS[TABNOGO ANALIZA. o SWQZI “TIH DWUH PONQTIJ RE^X POJDET W §7. wTORAQ PRI^INA NE STOLX O^EWIDNA I SWQZANA S ^ISLENNOJ REALIZACIEJ RAZLOVENIQ PO BAZISAM WSPLESKOW. dLQ POLU^ENIQ KO“FFICIENTOW RAZLO- VENIQ cj,n FUNKCII f PO ORTONRMIROWANNOMU BAZISU 2^{j/2}ψ(2^j x−n) NUVNO WY^ISLITX SKALQRNYE PROIZWEDENIQ, KOTORYE WYRAVA@TSQ INTEGRALAMI WIDA (2.1). oPERACIQ INTEGRIROWANIQ QWLQETSQ DOROGOSTOQ]EJ S TO^KI ZRENIQ WY^ISLITELXNYH ZATRAT. w TO VE WREMQ, DLQ WSPLESKOW, POROV- DENNYH kma, SU]ESTWUET KASKADNYJ ALGORITM, RE^X O KOTOROM POJDET W §6, DA@]IJ SU]ESTWENNU@ “KONOMI@ WY^ISLITELXNYH ZATRAT ZA S^ET UMENX[ENIQ KOLI^ESTWA OPERACIJ INTEGRIROWANIQ I POQWLQ@]IHSQ WMES-

3Multiresolution analysis 4Subband codding scheme

TO NIH OPERACIJ DISKRETNYH SWERTOK.

o WOZMOVNYH SPOSOBAH POSTROENIQ BAZISOW WSPLESKOW, POROVDENNYH FIKSIROWANNYM KRATNO-MAS[TABNYM ANALIZOM RE^X POJDET W SLEDU@]EM PARAGRAFE. nESMOTRQ NA TO, ^TO SU]ESTWU@T BAZISY WSPLESKOW, KOTORYE NE POROVDA@TSQ NIKAKIM kma, TAKIE BAZISY W NASTOQ]EE WREMQ PRED- STAWLQ@T ^ISTO AKADEMI^ESKIJ INTERES I W DALXNEJ[EM RASSMATRIWATX- SQ NE BUDUT.

mY BUDEM ZDESX RASSMATRIWATX FUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA NA WE- ]ESTWENNOJ PRQMOJ. kROME TOGO, PRI POSTROENII OB]EJ TEORII PREDPO- LAGAETSQ, ^TO WSE PROSTRANSTWA SOSTOQT IZ KOMPLEKSNOZNA^NYH FUNKCIJ. w KAKOM-TO SMYSLE KOMPLEKSNYJ SLU^AJ PRO]E WE]ESTWENNOGO, POSKOLX- KU NET NEOBHODIMOSTI ISKATX WE]ESTWENNYE RE[ENIQ WOZNIKA@]IH ZA- DA^. tEM NE MENEE, NA PRAKTIKE SLU^AJ WE]ESTWENNOZNA^NYH FUNKCIJ WSTRE^AETSQ ^A]E I MY PRI RASSMOTRENII KONKRETNYH ZADA^ BUDEM WSEG- DA OGOWARIWATX, KOGDA WE]ESTWENNOZNA^NOSTX PRINCIPIALXNA.

oPREDELENIE 1. pOSLEDOWATELXNOSTX WLOVENNYH DRUG W DRUGA ZAMK- NUTYH PODPROSTRANSTW

· · · ⊂ V^{−1} ⊂ V^0 ⊂ V^1 ⊂ V^2 ⊂ . . . (1)

PROSTRANSTWA L^2 (R) NAZYWAETSQ EGO KRATNOMAS[TABNYM ANALIZOM, ESLI UDOWLETWORQET SLEDU@]IM USLOWIQM:

A)^⋃_{j∈Z} V^j = L^2(R); B)^⋂_{j∈Z} V^j = {0};

W) f(x) ∈ V^j ⇔ f(2x) ∈ V^{j+1};

G) NAJDETSQ TAKAQ FUNKCIQ φ ∈ V^0, KOTORU@ NAZYWA@T MAS[TABIRU-

@]EJ^5, ^TO MNOVESTWO EE SDWIGOW φ(x − n) OBRAZUET ORTONORMIROWANNYJ

BAZIS PROSTRANSTWA V^0.

oBSUDIM OSNOWNYE MOMENTY DANNOGO OPREDELENIQ. pREDLAGAEMAQ PO- SLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW DAET NAM WOZMOVNOSTX WYBORA V^j , SLUVA- ]EGO ZAMENOJ ISHODNOGO SIGNALXNOGO PROSTRANSTWA. pLOTNOSTX POSLEDO- WATELXNOSTI V^j W L^2(R) (SWOJSTWO A)) GARANTIRUET DLQ L@BOJ SUMMIRU- EMOJ FUNKCII f I L@BOGO NAPERED ZADANNOGO ^ISLA ε > 0 SU]ESTWOWANIE TAKOGO PROSTRANSTWA V^k I “LEMENTA fk ∈ V^k, ^TO ‖f −fk ‖ < ε. u^ITYWAQ, ^TO MY IMEEM DELO S EWKLIDOWYM RASSTOQNIEM, NAILU^[IM PRIBLIVENI- EM FUNKCII f IZ PROSTRANSTWA V^k QWLQETSQ ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ f NA

5Scaling function

“TO PROSTRANSTWO. pO“TOMU W KA^ESTWE fk UDOBNO BRATX ORTOGONALXNU@ PROEKCI@.

sTOIT OTMETITX TU OSOBU@ ROLX, KOTORU@ W kma WYPOLNQET TRE- BOWANIE WLOVENNOSTI PROSTRANSTW {V^j }. s TO^KI ZRENIQ ZADA^ TEORII APPROKSIMACII TREBOWANIE WLOVENNOSTI PROSTRANSTW QWLQETSQ NE O^ENX PRINCIPIALXNYM. oT NEGO MOVNO BEZBOLEZNENNO OTKAZATXSQ, OSTAWIW W NEPRIKOSNOWENNOSTI WSE OSTALXNYE USLOWIQ oPREDELENIQ 1. pRI “TOM POLU^ITSQ POSLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW, WPOLNE PRIGODNAQ DLQ PRI- BLIVENIQ FUNKCIJ. mNOGIE WOZNIKA@]IE W RAMKAH TAKOJ TEORII ZADA^I I DAVE METODY IH RE[ENIQ NI^EM NE OTLI^A@TSQ OT ZADA^ I METODOW WOZNIKA@]IH W RAMKAH kma. zAMETIM, ^TO PRI OTKAZE OT WLOVENNOSTI SU]ESTWENNO UPRO]AETSQ I RAS[IRQETSQ WOZMOVNOSTX WYBORA BAZISNOJ FUNKCII φ IZ PUNKTA G) OPREDELENIQ kma. ~TO VE MY PRI “TOM TERQEM ? oKAZYWAETSQ, ^TO TERQEM MY SAMOE GLAWNOE — WOZMOVNOSTX OPREDELITX PONQTIE WSPLESKA, RADI KOTOROGO I POQWILSQ kma. mOVNO ZAMENQTX ILI W RAZNYH NAPRAWLENIQH OSLABLQTX TREBOWANIQ WSEH PUNKTOW oPREDELENIQ 1 ODNAKO, ESLI MY NAMERENY DALEE WWODITX PONQTIE WSPLESKA, TO MY OBQ- ZATELXNO DOLVNY POTREBOWATX WYPOLNENIE POSLEDOWATELXNOSTI WLOVENIJ

(1).

sWOJSTWO W) OB˙QSNQET POQWLENIE TERMINA KRATNOMAS[TABNYJ. eSLI CEPO^KA (1) GOWORIT LI[X O TOM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW V^j RAS[IRQETSQ PRI UWELI^ENII j, TO SWOJSTWO G) OB˙QSNQET, KAKIM OBRAZOM PROISHODIT “TO RAS[IRENIE. a IMENNO KAVDOE POSLEDU@]EE PROSTRANST- WO ”W 2 RAZA” BOLX[E PREDYDU]EGO. kAWY^KI ZDESX ISPOLXZOWANY POTO- MU, ^TO NESKOLXKO NEKORREKTNO SRAWNIWATX W RAZAH RAZMERY BESKONE^NYH MNOVESTW. zAMETIM, ^TO PRI POSTROENII kma PROSTRANSTW PERIODI^ES- KIH FUNKCIJ (SM. [p4]), DEJSTWITELXNO, OKAZYWAETSQ, ^TO PROSTRANSTWO S NOMEROM j + 1 IMEET RAZMERNOSTX W DWA RAZA BOLX[U@, ^EM PROSTRANST- WO S NOMEROM j. w NA[EM VE SLU^AE OBA PROSTRANSTWA BESKONE^NOMERNY, ODNAKO SWOJSTWO (1) GARANTIRUET, ^TO f ∈ V^j ⇒ f ∈ V^{j+1}, A SWOJST- WO W) UTWERVDAET, ^TO WMESTE S f(x) W PROSTRANSTWO V^{j+1} WHODIT E]E I FUNKCIQ f(2x). pROEKCII PROSTRANSTWA L^2(R) NA PROSTRANSTWA V^j MOVNO SRAWNITX S IZU^ENIEM EGO PRI POMO]I UWELI^ITELXNYH STEKOL, KAVDOE POSLEDU@]EE IZ KOTORYH OTLI^AETSQ OT PREDYDU]EGO W DWA RA- ZA. uWELI^ENIE NOMERA PROSTRANSTWA V^j POZWOLQET IZU^ATX WSE BOLEE I BOLEE MELKIE DETALI FUNKCII ILI SIGNALA, DLQ PREDSTAWLENIQ KOTORYH NEOBHODIMA WYSOKO^ASTOTNAQ KOMPONENTA.

iZ SWOJSTW A) — G) NEPOSREDSTWENNO NE SLEDUET, NO STOIT PONIMATX, ^TO

W KA^ESTWE ABSTRAKTNO-IDEALXNOGO WYBORA PROSTRANSTW V^j NUVNO STRE- MITXSQ K TOMU, ^TOBY SPEKTR FUNKCIJ PROSTRANSTWA V^0 BYL SKONCENT- RIROWAN NA OTREZKE [−π, π], A FUNKCIQ φ BYLA BY HORO[O LOKALIZOWANA WO WREMENI. kONKRETNYJ VE WYBOR kma QWLQETSQ KOMPROMISSOM MEVDU “TIMI DWUMQ SWOJSTWAMI, SOOTWETSTWU@]IM POSTANOWKE ZADA^I.

sWOJSTWO G) W SOWOKUPNOSTI S W) POZWOLQET SDELATX WYWOD, ^TO DLQ L@BOGO j ∈ Z FUNKCII φ^j_k(x)^{def}= 2^{j/2}φ(2^j x − k), k = 0, ±1, ±2, . . . OBRA- ZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS. pOQWLENIE NORMIRU@]EGO MNOVITELQ

2^{j/2} OB˙QSNQETSQ TEM, ^TO PRI ZAMENE PEREMENNOJ x → 2x NORMA FUNKCII

UMENX[AETSQ W^√2 RAZ, ^TO NEOBHODIMO KOMPENSIROWATX.

nESKOLXKO SLOW O WOZMOVNYH PUTQH OBOB]ENIQ PONQTIQ kma I PERE- NOSA EGO NA DRUGIE OB˙EKTY.

wO-PERWYH, ”KRATNOSTX” kma, RAWNAQ DWUM W oPREDELENII 1, WOOB]E GOWORQ, MOVET BYTX ZAMENENA NA L@BOE BOLX[EE CELOE ^ISLO I DAVE NA L@BOE RACIONALXNOE ^ISLO, BOLX[EE EDINICY. oDNAKO TAKOE OBOB]ENIE MOVET BYTX ISPOLXZOWANO LI[X W WESXMA SPECIFI^ESKIH ZADA^AH, KOGDA TREBUETSQ DELENIE ^ASTOTY W OPREDELENNOJ PROPORCII. pRI PRO^IH RAW- NYH USLOWIQH ISPOLXZOWANIE MNOVITELQ 2 QWLQETSQ OPTIMALXNYM PO TEM VE PRI^INAM, KOTORYE OPRAWDYWA@T ISPOLXZOWANIE DWOI^NOGO PREDSTAW- LENIQ ^ISEL W —wm.

wO-WTORYH, W OPREDELENII kma PUNKT G) INOGDA ZAMENQ@T NA BOLEE SLABOE TREBOWANIE SU]ESTWOWANIQ W PROSTRANSTWE V^0, WOOB]E GOWORQ, NE- ORTOGONALXNOGO BAZISA φ(x − k), QWLQ@]EGOSQ BAZISOM rISSA. —TO TRE- BOWANIE NE WEDET K NOWYM OB˙EKTAM, POSKOLXKU s.mALLAT [Ma] POKAZAL, ^TO TAKOJ BAZIS WSEGDA MOVET BYTX ZAMENEN ORTOGONALXNYM.

pONQTIE kma MOVET BYTX WWEDENO DLQ PROSTRANSTW OTLI^NYH OT L^2 (R). nAPRIMER, DLQ BANAHOWYH PROSTRANSTW NA PRQMOJ. dLQ “TOJ CELI NUVNO W PUNKTE A) POTREBOWATX PLOTNOSTX W SMYSLE SOOTWETSTWU@]EJ NORMY PROSTRANSTWA X, A W PUNKTE G) ZAMENITX SU]ESTWOWANIE ORTOGO- NALXNOGO BAZISA (PONQTIE ORTOGONALXNOSTI OPREDELENO LI[X DLQ GILX- BERTOWA PROSTRANSTWA) KAKIM-NIBUDX DRUGIM SHODNYM USLOWIEM, SOWPA- DA@]IM S G) PRI X = L^2 (R). nASKOLXKO NAM IZWESTNO, W POLNOM OB˙- EME “TA PROGRAMMA DO SIH POR NE BYLA NIKEM REALIZOWANA — PROBLEMA S PUNKTOM G). wMESTO “TOGO BOLX[INSTWO AWTOROW PREDPOLAGA@T, ^TO

V^j ⊂ L^2 (R) ∩ X. tAKOJ PODHOD POZWOLQET SOHRANITX PUNKT G) W NEIZ-

MENNOM WIDE. oDNAKO PRI “TOM NEPONQTNO, NASKOLXKO ORTOGONALXNOSTX BAZISA HORO[A DLQ NEGILXBERTOWA PROSTRANSTWA.

dLQ KWAZIBANAHOWYH PROSTRANSTW PERIODI^ESKIH FUNKCIJ (WKL@^AQ,

OBOB]ENNYE) PONQTIE kma BYLO WWEDENO I ISSLEDOWANO W RABOTAH [p3], [p4]. tAM VE BYLO DANO POLNOE OPISANIE WSEH TAKIH kma. w ^UTX ME- NEE OB]EM WIDE OPREDELENIE PERIODI^ESKOGO kma WWODILOSX W [H], [PB], [v3].

oSOBYJ INTERES DLQ PRIKLADNYH ZADA^ PREDSTAWLQ@T kma DLQ PRO- STRANSTW FUNKCIJ, OPREDELENNYH NA DISKRETNOJ SETKE, POSKOLXKU WHOD- NOJ SIGNAL W CIFROWOM USTROJSTWE OPREDELEN LI[X W DISKRETNOM NABORE TO^EK. nASKOLXKO NAM IZWESTNO, SISTEMATI^ESKIH ISSLEDOWANIJ kma NA PROSTRANSTWAH FUNKCIJ, OPREDELENNYH W CELO^ISLENNYH TO^KAH PRQMOJ, NE WELOSX. oDNAKO, W KAKOM-TO SMYSLE, TAKIE kma WOZNIKA@T ESTES- TWENNYM PUTEM, KOGDA MY POSLE WYBORA PODHODQ]EGO PROSTRANSTWA V^j OTOBRAVAEM NA NEGO SIGNALXNOE PROSTRANSTWO. pROCESS POLU^ENIQ KO- “FFICIENTOW RAZLOVENIQ PO BAZISU SDWIGOW FUNKCII φ MOVNO RASSMAT- RIWATX, KAK OBOB]ENNU@ OPERACI@ OCIFROWKI SIGNALA. zNA^ENIQ “TIH KO“FFICIENTOW QWLQ@TSQ DISKRETNYM SIGNALOM I WSQ DALXNEJ[AQ OB- RABOTKA, FAKTI^ESKI, PROISHODIT W RAMKAH kma PROSTRANSTW FUNKCIJ DISKRETNOGO ARGUMENTA.

pOSTROENIE TEORII kma PERIODI^ESKOGO DISKRETNOGO ARGUMENTA S PE- RIODOM N = 2^n BYLO PROWEDENO W [p2]. w KAKOM-TO SMYSLE, PODOBNAQ TEORIQ WEDET K ALXTERNATIWE (ILI DOPOLNENI@) TEORII dISKRETNOGO pRE- OBRAZOWANIQ fURXE.

§4. wYBOR MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII.

pRIWEDENNOE W PREDYDU]EM PARAGRAFE oPREDELENIE 3.1 NE QWLQETSQ KONSTRUKTIWNYM, NO IZ NEGO WIDNO, ^TO DLQ TOGO ^TOBY ZADATX kma DOSTATO^NO ZNATX TOLXKO ODNO IZ PROSTRANSTW V^j , A ONO, W SWO@ O^EREDX, OPREDELQETSQ MAS[TABIRU@]EJ FUNKCIEJ φ. tAKIM OBRAZOM, ESLI NAM UDASTSQ NAJTI SPOSOB POLU^ENIQ TAKIH FUNKCIJ S ZADANNYMI SWOJSTWAMI, TO MY SMOVEM STROITX kma.

nA^NEM S PROSTOGO ZAME^ANIQ, WYWODY IZ KOTOROGO LEVAT W OSNOWE WSEJ TEORII WSPLESKOW. pOSKOLXKU V^0 ⊂ V^1, TO FUNKCIQ φ QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ FUNKCIJ {φ^1_n}. sLEDOWATELXNO, DLQ NEKOTOROGO NABORA KO- “FFICIENTOW {hn} POLU^IM RAWENSTWO φ(x) = √ 2 ∑ n∈Z h_nφ(2x − n), (1) NAZYWAEMOE MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM^6. o^EWIDNO, WWIDU RAWENST-

6Two-scale equation

WA pARSEWALQ IMEEM^∑ h^2_n = 1. wYPOLNIW PREOBRAZOWANIE fURXE OBEIH ^ASTEJ RAWENSTWA (1), POLU^IM

φ̂(ω) = 1 √ 2 ∑ n∈Z h_ne^{−inω/2}φ̂(ω/2) (2) ILI, WWEDQ OBOZNA^ENIE

m_0(ω) = 1 √ 2 ∑ n∈Z h_ne^{−inω} , PREOBRAZUEM (2), A ZNA^IT I (1), K WIDU

φ̂(ω) = m_0(ω/2)φ̂(ω/2). (3)

rAWENSTWO (3) TAKVE PRINQTO NAZYWATX MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM.

wPOSLEDSTWII MY POLU^IM, ^TO FUNKCIQ φ POLNOSTX@ OPREDELQETSQ 2π-PERIODI^ESKOJ FUNKCIEJ m0(ω). a SEJ^AS WYWEDEM ODNO SWOJSTWO “TOJ FUNKCII, WYTEKA@]EE IZ ORTOGONALXNOSTI NABORA SDWIGOW φ(x−n) FUNK- CII φ.

pREOBRAZUEM INTEGRAL W WYRAVENII ∫_∞ −∞ φ(x)φ(x − n) dx = { 1, n = 0, 0, n ≠ 0 (4) K UDOBNOMU DLQ NAS WIDU. s “TOJ CELX@ POS^ITAEM EGO PREOBRAZOWANIE fURXE (KAK FUNKCII NEPRERYWNOGO ARGUMENTA n): 1 √ 2π ∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ φ(x)φ(x − n) dx e^{−inω} dn = 1 √ 2π ∫_∞ −∞ ∫_∞ −∞ φ(x)φ(x − n) e^{−inω} dn dx = 1 √ 2π ∫_∞ −∞ φ(x)e^{−ixω} dx ∫_∞ −∞ φ(x − n) e^{i(x−n)ω} dn = φ̂(ω) ∫_∞ −∞ φ(x − n)e^{−i(x−n)ω} dn = φ̂(ω) ∫_∞ −∞ φ(x − n)e^{−i(x−n)ω} dn = φ̂(ω) ∫_∞ −∞ φ(y)e^{−iyω} dy = √ 2πφ̂(ω)φ̂(ω) = √ 2π|φ̂(ω)|^2.

§4. wybor mas–tabiru‘˝ej funkcii. 21 dLQ TOGO ^TOBY WERNUTXSQ K INTEGRALU (4), WYPOLNIM OBRATNOE PREOBRA- ZOWANIE fURXE: ∫_∞ −∞ φ(x)φ(x − n) dx = ∫_∞ −∞ |φ̂(ω)|^2e^{inω} dω = ∑ j∈Z ∫_{2π(j+1)} 2πj |φ̂(ω)|^2e^{inω} dω = ∑ j∈Z ∫_{2π} 0 |φ̂(ω + 2πj)|^2e^{in(ω+2πj)} dω = ∫_{2π} 0 ∑ j∈Z |φ̂(ω + 2πj)|^2e^{inω} dω. (5) zAMETIM, ^TO 2π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ^∑_{j∈Z} |φ̂(ω+2πj)|^2 QWLQETSQ SUM- MIRUEMOJ I OPREDELENA KORREKTNO (PRI POMO]I SHODQ]EGOSQ PO^TI WS@DU RQDA), POSKOLXKU φ̂(ω) ∈ L^2 (R). iZ (4) I (5) POLU^IM, ^TO WSE KO“F- FICIENTY fURXE “TOJ FUNKCII ZA ISKL@^ENIEM NULEWOGO RAWNY NUL@. sLEDOWATELXNO,_∑ j∈Z |φ̂(ω + 2πj)|^2 ≡ 1 2π . (6)

pRIMENIM FORMULU (6) K FUNKCII φ̂(2ω) I ZATEM WOSPOLXZUEMSQ MAS- [TABIRU@]IM URAWNENIEM (3). u^ITYWAQ 2π-PERIODI^NOSTX FUNKCII

m_0(ω), POLU^IM 1 2π = ∑ j∈Z |φ̂(2ω + 2πj)|^2 = ∑ j∈Z |m_0(ω + πj)φ̂(ω + πj)|^2 = ∑ j∈Z |m_0(ω + 2πj)φ̂(ω + 2πj)|^2 + ∑ j∈Z |m_0(ω + π + 2πj)φ̂(ω + π + 2πj)|^2 = ∑ j∈Z |m_0(ω)φ̂(ω + 2πj)|^2 + ∑ j∈Z |m_0(ω + π)φ̂((ω + π) + 2πj)|^2 = 1 2π (|m_0(ω)|^2 + |m_0(ω + π)|^2),

^TO WLE^ET WYPOLNENIE RAWENSTWA

|m_0(ω)|^2 + |m_0(ω + π)|^2 = 1 (7)

PO^TI WS@DU.

dALEE BUDET POKAZANO, ^TO PRI WESXMA MQGKIH OGRANI^ENIQH FUNK- CIQ m0, UDOWLETWORQ@]AQ URAWNENI@ (7), OPREDELQET MAS[TABIRU@]U@ FUNKCI@ φ, A ZNA^IT, I kma. tAKIM OBRAZOM, ISKUSSTWO WYBORA kma ADEKWATNOGO RE[AEMOJ ZADA^E SWODITSQ K WYBORU RE[ENIQ URAWNENIQ (7) S ZADANNYMI SWOJSTWAMI. sKAZANNOE POKAZYWAET WAVNOSTX URAWNENIQ (7) DLQ WSEJ TEORII.

§5. pROSTRANSTWA WSPLESKOW I IH BAZISY.

pOSLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW {V^j }, FORMIRU@]AQ kma, DAET NAM WOZMOVNOSTX WYBRATX PROSTRANSTWO-KANDIDATA, PRIBLIVA@]EGO WHOD- NOJ SIGNAL CIFROWOGO USTROJSTWA. sLEDU@]AQ ZADA^A — WYBRATX PODHO- DQ]IJ BAZIS, KOTORYJ BY POZWOLIL RAZBITX SIGNAL NA KOMPONENTY LOKA- LIZOWANNYE KAK PO ^ASTOTE, TAK I PO WREMENI.

sNA^ALA O ^ASTOTNOJ LOKALIZACII. iNTUITIWNYJ PODHOD K WWEDENI@ PROSTRANSTW WSPLESKOW OSNOWAN NA TOM, ^TO KAK UVE BYLO SKAZANO W §2, IMEET SMYSL S^ITATX, ^TO PROSTRANSTWO V^j SODERVIT W SEBE FUNKCII, ^XI SPEKTRY SKONCENTRIROWANY NA OTREZKE [−π2^j , π2^j ]. tAKIM OBRAZOM, LOGI^NO PREDPOLOVITX, ^TO ORTOGONALXNOE DOPOLNENIE PROSTRANSTWA V^j DO PROSTRANSTWA V^{j+1}, SOSTOIT IZ FUNKCIJ, ^XI SPEKTRY W OSNOWNOM SKON- CENTRIROWANY NA OTREZKAH [−π2^{j+1}, −π2^j ] I [π2^j , π2^{j+1}]. rAZUMEETSQ, TA- KIE ”PRAWDOPODOBNYE RASSUVDENIQ” NAS NI K ^EMU NE OBQZYWA@T, I OPRE- DELENIE PROSTRANSTW WSPLESKOW NOSIT ^ISTO FORMALXNYJ HARAKTER.

iTAK, PUSTX PROSTRANSTWA {V^j } OBRAZU@T kma PROSTRANSTWA L^2 (R). tOGDA ORTOGONALXNOE DOPOLNENIE W^j PROSTRANSTWA V^j DO PROSTRANSTWA

V^{j+1} NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM WSPLESKOW. tAKIM OBRAZOM, PROSTRAN-

STWO V^{j+1} MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE PRQMOJ (I DAVE ORTOGONALX- NOJ) SUMMY_{V j+1 = V j ⊕ W j , j ∈} Z. pROWODQ POSLEDOWATELXNOE RAZLOVENIE W PRQMU@ SUMMU, POQWLQ@]IHSQ NA PREDYDU]EM [AGE PROSTRANSTW V^k, I U^ITYWAQ SWOJSTWO B) kma, POLU^IM

V^{j+1} = j⨁ k=−∞ W^k. (1)

a WWIDU SWOJSTWA A) kma IMEEM

L^2(R) =^{∞⨁}_{k=−∞} W^k. (2) s KA^ESTWENNOJ TO^KI ZRENIQ FORMULY (1) I (2) DA@T NAM RAZLOVENIQ PROSTRANSTW V^j I L^2(R) W PRQMU@ SUMMU PROSTRANSTW, W KAVDOM IZ KO- TORYH SODERVATSQ FUNKCII, ^XI SPEKTRY ”W OSNOWNOM” SODERVATSQ W OK- TAWNOJ POLOSE ^ASTOT. s TO^KI ZRENIQ BOLX[INSTWA TEHNI^ESKIH PRILO- VENIJ O^ENX UDOBNO, ^TO OTNOSITELXNYE POLOSY ^ASTOT SOWPADA@T DLQ WSEH PROSTRANSTW W^j . tRADICIONNOE PREOBRAZOWANIE fURXE IZ-ZA RAWNO- MERNOJ SETKI ^ASTOT IMEET IZBYTO^NO@ INFORMATIWNOSTX W OBLASTI WY- SOKIH ^ASTOT. eSLI VE RASSMATRIWATX EGO ZNA^ENIQ NA LOGARIFMI^ESKOJ SETKE ^ASTOT, TO WOZNIKAET PROBLEMA TO^NOGO WOSSTANOWLENIQ SIGNALA PO EGO SPEKTRU. w SLU^AE WSPLESK-RAZLOVENIQ PROSTRANSTWA L^2 (R), WOZNIK- [U@ ”“KONOMI@” ZA S^ET OB˙EDINENIQ ^ASTOT W OKTAWNYE POLOSY, UDOBNO NAPRAWITX NA POWY[ENIE RAZRE[ENIQ WO WREMENNOJ OBLASTI.

tEPERX NAJDEM SPOSOBY POSTROENIQ W PROSTRANSTWAH W^j ORTOGONALX- NYH BAZISOW, SOSTOQ]IH IZ SDWIGOW ODNOJ FUNKCII. sNA^ALA NAJDEM FOR- MULU PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ PROSTRANSTWA V^1 W ^ASTOTNOJ OBLASTI. pO- SKOLXKU f(x) = √ 2 ∑ n∈Z c_nφ(2x − n) DLQ NEKOTOROGO NABORA KO“FFICIENTOW {cn}, TO, WYPOLNIW PREOBRAZOWA- NIE fURXE “TOGO WYRAVENIQ, POLU^IM

f̂(ω) = 1√ 2 ∑ n∈Z c_ne^{−nω/2}φ(ω/2) = m_f (ω/2)φ̂(ω/2), (3) GDE mf (ω) — 2π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, OPREDELQEMAQ PO FORMULE

m_f (ω) = 1 √ 2 ∑ n∈Z c_ne^{−inω} . (4) w SLEDU@]EM PARAGRAFE MY POKAVEM, ^TO FUNKCIQ mf IMEET SMYSL SPEKTRA FUNKCII f. zAMETIM, ^TO W POSLEDNEM WYSKAZYWANII PRISUT- STWUET NEKOTORYJ PARADOKS, POSKOLXKU SOGLASNO FORMULE (3) FUNKCIQ

m_f — WSEGO LI[X ODIN IZ OPREDELQ@]IH SPEKTR SOMNOVITELEJ. —TO ZA-

ME^ANIE W DALXNEJ[EM BUDET W POLNOJ MERE ISPOLXZOWANO DLQ UPRO]ENIQ WY^ISLENIQ SWERTOK I DLQ NAGLQDNOSTI PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ.

pUSTX TEPERX FUNKCIQ f PRINADLEVIT PROSTRANSTWU W^0, TOGDA ONA ORTOGONALXNA WSEM FUNKCIQM BAZISA {φ(x − n)}, PO“TOMU, DEJSTWUQ PO

ANALOGII S DOKAZATELXSTWOM FORMULY (3.5), DLQ L@BOGO n ∈ ZPOLU^IM 0 = ∫_∞ −∞ f(x)φ(x − n) dx = ∫_∞ −∞ f̂ (ω)φ̂(ω)e^{inω} dω, I DALEE_∫ 2π 0 ( ∑ k∈Z f̂ (ω + 2kπ)φ̂(ω + 2kπ) ) e^{inω} dω. (5) pOSKOLXKU f, φ ∈ L^2 (R), TO PROIZWEDENIE^^f^¯^φ PRINADLEVIT PROSTRANST- WU L^1(R). sLEDOWATELXNO, RQD W (5) SHODITSQ ABSOL@TNO (A ZNA^IT, I BEZUSLOWNO) PO NORME PROSTRANSTWA L^1 (R). pODSTAWLQQ (3.3) I (3) W (5), DEJSTWUQ TAK VE, KAK I PRI DOKAZATELXSTWE RAWENSTWA (3.7), POLU^IM, ^TO DLQ PO^TI WSEH ω

m_f (ω)m_0(ω) + m_f (ω + π)m_0(ω + π) = 0. (6)

pRI FIKSIROWANNOM ω RAWENSTWO (6) IMEET SMYSL SKALQRNOGO PROIZWEDE- NIQ DWUMERNYH WEKTOROW (mf (ω), mf (ω + π)) I (m0(ω), m0(ω + π)). eSLI WTOROJ WEKTOR NE QWLQETSQ NULEWYM, TO WEKTORY, EMU ORTOGONALXNYE, ZA- PI[UTSQ W OB]EM WIDE (Am0(ω + π), −Am0(ω)), GDE A — PROIZWOLXNAQ KONSTANTA. pOSKOLXKU IZ RAWENSTWA (3.7) SLEDUET, ^TO KOMPONENTY WEK- TORA (m0(ω), m0(ω+π)) MOGUT ODNOWREMENNO OBRA]ATXSQ W NULX LI[X DLQ ω, PRINADLEVA]IH MNOVESTWU NULEWOJ MERY, TO FUNKCIQ mf UDOWLETWO- RQET URAWNENI@ (6) W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA ONA PO^TI WS@DU PREDSTAWIMA W WIDE mf (ω) = a(ω)m0(ω + π), GDE a(ω) — PROIZWOLXNAQ 2π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@]AQ PO^TI WS@DU SOOTNO[ENI@

a(ω + π) = −a(ω). fUNKCI@ a UDOBNO PREDSTAWITX W WIDE a(ω) = e^{iω} α(ω),

GDE α — π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ.

rAZUMEETSQ, NE WSE FUNKCII mf TAKOGO WIDA OPREDELQ@T FUNKCII IZ

W^0. sOGLASNO (4) FUNKCIQ m_f PRINADLEVIT KLASSU L^2 (T). pRI^EM EE

NORMA W “TOM PROSTRANSTWE SOWPADAET S NORMOJ f S TO^NOSTX@ DO MNO- VITELQ, NEZAWISQ]EGO OT f. w TO VE WREMQ, SPRAWEDLIWO I OBRATNOE UTWERVDENIE. l@BAQ FUNKCIQ PROSTRANSTWA L^2 (T), UDOWLETWORQ@]AQ (6) OPREDELQET FUNKCI@ IZ W^0.

§5. prostranstwa wspleskow i ih bazisy. 25

tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOJ FUNKCII f ∈ W^0 IZ (3.7) IMEEM ∞ > ∫_{2π} 0 |m_f (ω)|^2 dω = ∫_{2π} 0 |e^{iω} α(ω)m_0(ω + π)|^2 dω = ∫_π 0 |α(ω)m_0(ω + π)|^2 dω + ∫_π 0 |α(ω)m_0(ω)|^2 dω = ∫_π 0 |α(ω)|^2(|m_0(ω)|^2 + |m_0(ω + π)|^2) dω = ∫_π 0 |α(ω)|^2 dω. sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ f PRINADLEVIT PROSTRANSTWU W^0 W TOM I TOLX- KO TOM SLU^AE, KOGDA

m_f (ω) = α(ω)e^{iω} m_0(ω + π), (7)

GDE α(ω) — PROIZWOLXNAQ π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ S SUMMIRUEMYM KWAD- RATOM. pRI “TOM SOGLASNO FORMULE (3) f̂ (ω) = α(ω/2)e^{iω/2}m_0(ω/2 + π)φ(ω/2) ILI W BOLEE ESTESTWENNOM WIDE f̂ (ω) = ν(ω)e^{iω/2}m_0(ω/2 + π)φ(ω/2), (8) GDE ν — 2π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ S SUMMIRUEMYM KWADRATOM. rUKOWOD- STWUQSX PREDSTAWLENIEM (7), NAJDEM OPISANIE TEH FUNKCIJ f0 PROSTRAN- STWA W^0, ^XI EDINI^NYE SDWIGI OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS “TO- GO PROSTRANSTWA. pRODELAW WYKLADKI, PROWEDENNYE W (3.1) — (3.7), NO S ZAMENOJ FUNKCII φ NA f0, POLU^IM, ^TO CELO^ISLENNYE SDWIGI f0 OBRA- ZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA

|m_{f0} (ω)|^2 + |m_{f0} (ω + π)|^2 = 1

ILI POSLE PODSTANOWKI (7)

1 = |α(ω)e^{iω} m_0(ω + π)|^2 + |α(ω + π)e^{i(ω+π)} m_0(ω + 2π)|^2 =

|α(ω)|^2(|m_0(ω + π)|^2 + |m_0(ω)|^2) = |α(ω)|^2.

tAKIM OBRAZOM, WSE WOZMOVNYE FUNKCII, POROVDA@]IE ORTOGONALXNYE BAZISY SDWIGOW W W^0, PREDSTAWLQ@TSQ W WIDE (7) S FUNKCIEJ α, RAWNOJ

PO MODUL@ EDINICE. w KA^ESTWE mf_0 MOVNO WZQTX, NAPRIMER, FUNKCI@

m_1(ω) = m_ψ(ω) = e^{iω} m_0(ω + π). tOGDA SOGLASNO (3) POLU^IM

ψ̂(ω) = e^{iω/2}m_0(ω/2 + π)φ̂(ω/2) = m_1(ω/2)φ̂(ω/2) (9)

ILI TO VE SAMOE WO WREMENNOJ OBLASTI ψ(x) = √ 2 ∑ n∈Z (−1)^{1−n}h̄_{1−n}φ(2x − n). (9^′)

fORMULU (9^′) TAK VE, KAK I FORMULU (3.1) NAZYWA@T MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM.

wSPLESKOM OBY^NO NAZYWA@T FUNKCI@, ^XI SDWIGI OBRAZU@T BAZIS

W PROSTRANSTWE W^0. oDNAKO INOGDA TERMIN ”WSPLESK” PRIMENQETSQ I DLQ OBOZNA^ENIQ PROIZWOLXNOGO “LEMENTA L@BOGO IZ PROSTRANSTW W^j . wO WSQKOM SLU^AE, SAMI “TI PROSTRANSTWA MY NAZYWAEM PROSTRANSTWAMI

WSPLESKOW.

§6. pRQMAQ FORMA ALGORITMA RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM.

iTAK, MY PRISTUPAEM K POSTROENI@ ALGORITMA RAZLOVENIQ PO WSPLES- KAM FUNKCII f ∈ L^2(R). pERWYJ [AG — WYBOR PROSTRANSTWA V^k, W KOTOROE BUDEM OTOBRAVATX FUNKCI@ f. mY BUDEM S^ITATX, ^TO k = 0.

kAKIM OBRAZOM MY MOVEM WYBRATX PRIBLIVA@]U@ FUNKCI@^~f ∈ V^0? sAMYM PROSTYM W IDEJNOM OTNO[ENII I BEZUPRE^NYM S TO^KI ZRENIQ MA- TEMATIKI (PO KRAJNEJ MERE, NA PERWYJ WZGLQD) QWLQETSQ WYBOR W KA^EST- WE^~f ORTOGONALXNOJ PROEKCII NA PROSTRANSTWO L^2(R). bEZUPRE^NOSTX S TO^KI ZRENIQ MATEMATIKI OB˙QSNQETSQ TEM, ^TO ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ QWLQETSQ S TO^KI ZRENIQ EWKLIDOWOJ NORMY NAILU^[IM PRIBLIVENIEM f IZ PRIBLIVA@]EGO PROSTRANSTWA. pROEKCIQ PREDSTAWLQETSQ W WIDE

f̃ = ∑ n∈Z c_nφ^0_n(x) = ∑ n∈Z c_nφ(x − n), (1) GDE c_n = ⟨f, φ^0_n⟩ = ∫_∞ −∞ f(x)φ(x − m) dx. nESMOTRQ NA SWO@ IDEJNU@ PROSTOTU FORMULA (1) PREDUSMATRIWAET WY- POLNENIE WESXMA NETRIWIALXNU@ S TO^KI ZRENIQ CIFROWOJ OBRABOTKI OPE- RACI@ INTEGRIROWANIQ FUNKCII. dAVE DLQ PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ

KO“FFICIENTOW TREBUETSQ, PO KRAJNEJ MERE, DOSTATO^NYJ ZAPAS WREMEN- NYH OTS^ETOW. wPRO^EM, ZADA^A MOVET BYTX RE[ENA PRI POMO]I ANALO- GOWOGO FILXTRA NA WHODE acp, S IMPULXSNOJ HARAKTERISTIKOJ, SOWPADA- @]EJ S FUNKCIEJ φ. oDNAKO NA PRAKTIKE W NA[EM RASPORQVENII ^ASTO IME@TSQ LI[X POSLEDOWATELXNOSTX {fk } CELO^ISLENNYH OTS^ETOW FUNK- CII,^7 PO KOTORYM MY I DOLVNY WOSSTANOWITX RAZLOVENIE (1).

nAIBOLEE ESTESTWENNYM W (1) QWLQETSQ WYBOR KO“FFICIENTOW cn, ISHO- DQ IZ USLOWIJ INTERPOLQCII:

f̃ (k) = ∑ n∈Z c_nφ(k − n) = f_k. (2)

oDNAKO PRI TAKOM PODHODE NAM PRIDETSQ RE[ATX SISTEMU LINEJNYH URAW- NENIJ (2). pRQMOJ METOD RE[ENIQ SISTEMY URAWNENIJ MOVET BYTX PRI- EMLEM LI[X DLQ SLU^AQ, KOGDA MATRICA SISTEMY OKAVETSQ LENTO^NOJ (NAPRIMER, ESLI FUNKCIQ φ IMEET FINITNYJ NOSITELX). w OB]EM SLU- ^AE WWIDU SWERTO^NOJ PRIRODY SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ (2) MY MO- VEM RAZBITX SIGNAL fk NA OTREZKI PODHODQ]EJ DLINY, PERIODIZIROWATX EGO NA “TIH OTREZKAH, A ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ DLQ RE[ENIQ ALGORITMOM bYSTROGO pREOBRAZOWANIQ fURXE. rAZUMEETSQ, POLU^ENNYE TAKIM OBRA- ZOM KO“FFICIENTY cn IME@T NEKOTORU@ POGRE[NOSTX.

nAKONEC, SAMYM PROSTYM, NO W BOLX[INSTWE SLU^AEW PRIEMLEMYM SPO- SOBOM PROEKTIROWANIQ NA PROSTRANSTWO V^0, QWLQETSQ PROEKTOR ZADAWAE- MYJ RAWENSTWOM cn = fn. w EGO POLXZU GOWORIT HOTQ BY TOT FAKT, ^TO ESLI W KA^ESTWE φ WZQTX FUNKCI@ sin πx/πx, TO “TA PROEKCIQ NE TOLXKO OBESPE^IWAET INTERPOLQCI@ W CELO^ISLENNYH TO^KAH, NO I TO^NOE WOS- STANOWLENIE SIGNALOW, ^XI SPEKTRY PRINADLEVAT OTREZKU [−π, π].

wOZMOVNY I DRUGIE SPOSOBY WYBORA OTOBRAVENIQ fn → cn, NAPRIMER, SWERTKA fn S NEKOTOROJ POSLEDOWATELXNOSTX@

c_n = ∑ m∈Z f_md_{n−m}. pRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTWA FORMULY WY^ISLENIQ SPEKTRA FUNKCII f̃ DLQ RAZLI^NYH METODOW PROEKTIROWANIQ NA PROSTRANSTWO V^0.

7eSTESTWENNO, MY NE MOVEM S^ITATX, ^TO “TO OTS^ETY FUNKCII IZ L^2(R). mY DOLVNY PREDPOLOVITX LIBO NEPRERYWNOSTX FUNKCII f, LIBO, ^TO PERED OCIFROWKOJ ONA BYLA PROPU]ENA ^EREZ SWERTKU (FILXTR) S NEKOTOROJ FUNKCIEJ IZ L^2(R), STAW POSLE “TOGO NEPRERYWNOJ.

iTAK, ^̃f (ω) = φ̂(ω) ∑ n∈Z f̂ (ω + 2πn)φ̂(ω + 2πn); (ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ) (3)

^̃f (ω) = φ̂(ω) ∑ n∈Z f̂ (ω + 2πn) ∑ n∈Z φ̂(ω + 2πn) ; (INTERPOLQCIONNAQ PROEKCIQ) (4) ^̃f (ω) = φ̂(ω) ∑ n∈Z f̂ (ω + 2πn); (PROEKCIQ f_n → c_n). (5)

nETRUDNO ZAMETITX, ^TO WSE PROEKCII HORO[O PRIBLIVA@T FUNKCI@ f, ESLI EE SPEKTR SKONCENTRIROWAN NA OTREZKE [−π, π]. a FUNKCIQ φ BLIZKA NA “TOM OTREZKE K EDINICE I PRENEBREVIMO MALA WNE EGO.

bUDEM TEPERX S^ITATX, ^TO MY WYBRALI KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ W

(1). sAM PROCESS RAZLOVENIQ PO BAZISU WSPLESKOW ODNOZNA^EN. w NEM OT-

SUTSTWUET TA NEOPREDELENNOSTX W KOTOROJ MY PREBYWALI, WYBIRAQ SPOSOB PROEKTIROWANIQ. nAJDEM QWNYE FORMULY ZAMENY KOORDINAT PRI PERE- HODE OT BAZISA SDWIGOW MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII K BAZISU WSPLESKOW. pOLU^IM SNA^ALA FORMULY, SOOTWETSTWU@]IE RAZLOVENI@

V^{−1} ⊕ W^{−1} = V^0. (6)

w KA^ESTWE WSPLESKA, OPREDELQ@]EGO BAZISY SDWIGOW W PROSTRANSTWAH

W^j , WOZXMEM FUNKCI@ ψ, OPREDELQEMU@ PO FORMULE (5.9’). bUDEM ISPOLX-

ZOWATX OBOZNA^ENIE ψ^j_n = 2^{j/2}ψ(2^j x−n). nA UROWNE KONKRETNOGO “LEMENTA FORMULA (6) ZAPI[ETSQ W WIDE ∑ n∈Z c^{−1}_n φ^{−1}_n (x) + ∑ n∈Z d^{−1}_n ψ^{−1}_n (x) = ∑ n∈Z c^0_nφ^0_n(x), (7)

GDE c^0_n^{def}= cn. pREVDE ^EM POLU^ITX QWNYE FORMULY DLQ POSLEDOWATELX- NOSTEJ c^{−1}_n I d^{−1}_n , POKAVEM, ^TO DLQ L@BYH j, k ∈ ZSPRAWEDLIWY FORMULY

φ^j_k(x) = ∑ n∈Z h_{n−2k}φ^{j+1}_n (x) (8) I_{ψj} k(x) = ∑ n∈Z g_{n−2k}φ^{j+1}_n (x) (9)

§6. prqmaq forma algoritma razloveniq po wspleskam. 29

GDE gn = (−1)^{1−n¯}h1−n.

sOGLASNO FORMULE (3.2) POLU^IM

φ^j_k(x) = 2^{j/2}φ(2^j x − k) = 2^{j/2} ∑ n∈Z h_n2^{1/2}φ(2^{j+1}x − n − 2k) = ∑ n∈Z h_nφ^{j+1}_{n+2k}(x) = ∑ n∈Z h_{n−2k}φ^{j+1}_n (x), ^TO I TREBOWALOSX. dOKAZATELXSTWO (9) PROWODITSQ SOWER[ENNO ANALO- GI^NYM OBRAZOM.

dOMNOVIW SKALQRNO (7) NA φ^{−1}_k (x), SOGLASNO (8) POLU^IM

c^{−1}_k = ∑ n∈Z c^0_n⟨φ^0_n(x), φ^{−1}_k (x)⟩ = ∑ n∈Z c^0_n⟨φ^0_n(x), ∑ m∈Z h_{m−2k} φ^0_m(x)⟩ = ∑ n∈Z c^0_nh_{n−2k} . aNALOGI^NYM OBRAZOM POSLE DOMNOVENIQ (7) NA ψ^{−1}_k (x) SOGLASNO (9) IME- EM_{d−1} k = ∑ n∈Z c^0_ng_{n−2k}. zAPI[EM RAWENSTWO (7) W OB]EM SLU^AE DLQ RAZLOVENIQ V^{j+1} = V^j ⊕ W^j . pOLU^IM_∑ n∈Z c^j_nφ^j_n(x) + ∑ n∈Z d^j_nψ^j_n(x) = ∑ n∈Z c^{j+1}_n φ^{j+1}_n (x). (10)

oTKUDA PRI POMO]I (8) I (9) POSLE DOMNOVENIQ (10) SOOTWETSTWENNO NA

φ^j_k I ψ^j_k POLU^A@TSQ OB]IE FORMULY DEKOMPOZICII

c^j_k = ∑ n∈Z c^{j+1}_n h_{n−2k}. (11) I_{dj} k = ∑ n∈Z c^{j+1}_n g_{n−2k}. (12)

wYRAVENIQ (11) I (12) POHOVI NA OBY^NU@ SWERTKU DWUH POSLEDOWA- TELXNOSTEJ, HOTQ I NESKOLXKO OTLI^A@TSQ OT SWERTKI. dLQ TOGO ^TOBY

ONI PREWRATILISX W SWERTKU (PRAWDA PROREVENNU@), MOVNO SDELATX ZAME- NY hn−2k → h^′_{2k−n} I gn−2k → g^′_{2k−n}. nESMOTRQ NA SDELANNYE ZAME^ANIQ, W DALXNEJ[EM MY BUDEM DLQ PROSTOTY NAZYWATX WYRAVENIQ (11) I (12) SWERTKAMI.

pROCESS RAZLOVENIQ PROSTRANSTWA V^0 W ORTOGONALXNU@ SUMMU

V^0 = W^{−1} ⊕ W^{−2} ⊕ · · · ⊕ W^{−k} ⊕ V^{−k} (13)

DLQ KONKRETNOGO “LEMENTA PROSTRANSTWA V^0, S KOORDINATAMI {c^0_n} ZAKL@- ^AETSQ W POSLEDOWATELXNOM WYPOLNENII OPERACIJ (11) I (12) DLQ j = −1, −2, . . . , −k. rASSMOTRIM TEPERX OBRATNU@ ZADA^U — ZADA^U REKONSTRUKCII FUNK- CII PO IZWESTNYM KO“FFICIENTAM RAZLOVENIQ PO BAZISU WSPLESKOW. iTAK, PUSTX MY IMEEM DLQ NEKOTOROJ FUNKCII IZ V^0 RAZLOVENIE PO WSPLESKAM

(13). tREBUETSQ WOSSTANOWITX KO“FFICIENTY EE RAZLOVENIQ PO BAZISU

CELO^ISLENNYH SDWIGOW MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII φ, T. E. MY IMEEM SOWOKUPNOSTX KO“FFICIENTOW {d^j_n}, {c^{−k}_n }, j = −1, −2, −k; n ∈ Z, PO KOTO- RYM WOSSTANOWIM POSLEDOWATELXNOSTX {c^0_n}.

dOMNOVIW SKALQRNO RAWENSTWO (10) NA φ^{j+1}_k I WOSPOLXZOWAW[ISX FOR- MULAMI (8) I (9), POLU^IM

c^{j+1}_k = ∑ n∈Z c^j_n⟨φ^j_n, φ^{j+1}_k ⟩ + ∑ n∈Z d^j_n⟨ψ^j_n, φ^{j+1}_k ⟩ = ∑ n∈Z c^j_n ⟨ ∑ m∈Z h_{m−2n}φ^{j+1}_m , φ^{j+1}_k ⟩ + ∑ n∈Z d^j_n ⟨ ∑ m∈Z g_{m−2n}φ^{j+1}_m , φ^{j+1}_k ⟩ = ∑ n∈Z c^j_nh_{k−2n} + ∑ n∈Z d^j_ng_{k−2n}. tAKIM OBRAZOM, MY POLU^ILI FORMULU REKONSTRUKCII

c^{j+1}_k = ∑ n∈Z c^j_nh_{k−2n} + ∑ n∈Z d^j_ng_{k−2n}, (14) OBRA]A@]U@ FORMULY (11) I (12).

oBSUDIM NEKOTORYE OSOBENNOSTI FORMUL (11), (12) I (14). zAMETIM, ^TO PRAWU@ ^ASTX FORMULY (14) MOVNO S^ITATX SUMMOJ DWUH SWERTOK, ESLI MEVDU “LEMENTAMI POSLEDOWATELXNOSTEJ c^j_n I d^j_n WSTAWITX

NULI, T.E. WWESTI NOWYE POSLEDOWATELXNOSTI c̃^j_n I^~d^j_n PO FORMULAM c̃^j_{2n} =

c^j_n, c̃^j_{2n+1} = 0, d̃^j_{2n} = d^j_n, d̃^j_{2n+1} = 0. pOSLE TAKOGO PREOBRAZOWANIQ FORMULA

(14) ZAPI[ETSQ W WIDE

c^{j+1}_k = ∑ n∈Z c̃^j_nh_{k−n} + ∑ n∈Z d̃^j_ng_{k−n}. oDNAKO SLEDUET IMETX W WIDU, ^TO POLOWINA ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ W “TOJ FORMULE SOSTOIT W DOBAWLENII NULQ I UMNOVENII NA NULX.

wSPOMNIW, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX gn POLU^AETSQ PERESTANOWKOJ “LE- MENTOW W POSLEDOWATELXNOSTI hn, POLU^IM, ^TO KAK FORMULY RAZLOVENIQ, TAK I FORMULY REKONSTRUKCII POROVDA@TSQ ODNOJ I TOJ VE POSLEDOWA- TELXNOSTX@ PRI POMO]I OPERACII KOMPLEKSNOGO SOPRQVENIQ, IZMENENIQ PORQDKA NUMERACII I IZMENENIQ ZNAKA U NEKOTORYH “LEMENTOW.

pRIWEDENNYJ ALGORITM NAZYWAETSQ KASKADNYM. dLQ POLU^ENIQ KO“F- FICIENTOW RAZLOVENIQ {d^{j−1}_n } I {c^{j−1}_n } NA (j − 1)-M UROWNE TREBUETSQ PREDWARITELXNO NAJTI KO“FFICIENTY {c^j_n}. —TO OBSTOQTELXSTWO MOVNO BYLO BY OTNESTI K NEDOSTATKAM METODA, ODNAKO IMENNO BLAGODARQ KAS- KADNOMU ALGORITMU ZATRATY NA WY^ISLENIE KO“FFICIENTOW OKAZYWA@TSQ MINIMALXNYMI. w SAMOM DELE, ESLI W POSLEDOWATELXNOSTI KO“FFICIEN- TOW {hn} TOLXKO N IZ NIH OTLI^NY OT NULQ, TO W SLU^AE, ESLI MY ZNAEM KO“FFICIENTY {c^j_n}, DLQ NAHOVDENIQ ODNOGO KO“FFICIENTA d^{j−1}_n SOGLASNO FORMULE (12) TREBUETSQ N UMNOVENIJ I N − 1 SLOVENIE. tAKIM OBRAZOM, ZATRATY NA WY^ISLENIE ODNOGO KO“FFICIENTA PROPORCIONALXNY ^ISLU N I NE ZAWISQT OT UROWNQ j. w TO VE WREMQ, ESLI WY^ISLQTX KO“FFICIEN- TY d^{j−1}_n NEPOSREDSTWENNO, ISHODQ IZ POSLEDOWATELXNOSTI c^0_n, TO U^ITYWAQ UWELI^ENIE NOSITELQ BAZISNYH WSPLESKOW WDWOE PRI UMENX[ENII INDEKSA j NA EDINICU, POLU^IM, ^TO ZATRATY NA WY^ISLENIE ODNOGO KO“FFICIENTA WYRASTA@T WDWOE PRI PEREHODE OT UROWNQ S BOLX[IM NOMEROM K UROWN@ S MENX[IM NOMEROM. nETRUDNO PROWERITX, ^TO PRI TAKOJ REALIZACII W SLU^AE WY^ISLENIQ WSEH KO“FFICIENTOW {d^j_n}, j = −1, −2, . . . , −j0 SREDNIE ZATRATY NA WY^ISLENIE ODNOGO KO“FFICIENTA PROPORCIONALXNY j0N.

§7. sWQZX ALGORITMOW RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM S TRADICIONNYMI METODAMI CIFROWOJ OBRABOTKI.

wAVNO OTMETITX, ^TO HOTQ MY I POLU^ILI FORMULY (6.11), (6.12) I

(6.14) ISHODQ IZ KONSTRUCII kma PROSTRANSTWA FUNKCIJ S NEPRERYWNYM

ARGUMENTOM, OPIRAQSX NA RAZLOVENIQ PO BAZISAM SDWIGOW I RASTQVENIJ

FUNKCIJ φ I ψ, “TI FORMULY IME@T DISKRETNYJ HARAKTER. iSHODNYJ WHODNOJ SIGNAL W NIH PRISUTSTWUET W WIDE EGO KO“FFICIENTOW RAZLOVE- NIQ PO BAZISU, A OT BAZISNYH FUNKCIJ OSTALISX LI[X KO“FFICIENTY IH MAS[TABIRU@]IH URAWNENIJ (3.1) I (5.9’).

pOSKOLXKU, KAK MY ZAMETILI RANEE, DAVE PROSTEJ[IJ ALGORITM PRO- EKTIROWANIQ NA PROSTRANSTWO V^0, ZADAWAEMYJ FORMULOJ (6.5), NE TAK UV PLOH, ESLI OTNOSITELXNO SPEKTROW ISHODNOGO SIGNALA I FUNKCII φ SPRA- WEDLIWY OBY^NYE NA[I TREBOWANIQ O ^ASTOTNOJ LOKALIZACII, TO MY NE UJDEM DALEKO OT ISTINY, ESLI BUDEM NAZYWATX POSLEDOWATELXNOSTX c^0_n WHODNYM SIGNALOM ILI WHODNOJ INFORMACIEJ. pRI “TOM WWIDU ORTOGO- NALXNOSTI BAZISA SDWIGOW MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII PROSTRANSTWO V^0 S EWKLIDOWOJ METRIKOJ I PROSTRANSTWO POSLEDOWATELXNOSTEJ KOORDINAT “TIH FUNKCIJ^~V^0 S ℓ^2-NORMOJ

‖{c^0_n}‖^{def}= √∑ n∈Z |c^0_n|^2.

OKAVUTSQ IZOMORFNYMI. pROWODQ DALEE POLU^ENNU@ PARALLELX MEVDU PROSTRANSTWAMI FUNKCIJ NEPRERYWNOGO ARGUMENTA I KO“FFICIENTAMI IH RAZLOVENIJ PO BAZISAM SDWIGOW MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII, MOVNO PO- STROITX PARALLELXNU@ TEORI@ kma PROSTRANSTW FUNKCIJ DISKRETNOGO CELO^ISLENNOGO ARGUMENTA (POSLEDOWATELXNOSTEJ).

zDESX MY OSTANOWIMSQ I NE BUDEM RAZWIWATX DALX[E TEORI@ DISKRET- NYH kma. pRIWEDENNYE WY[E RASSUVDENIQ NAM BYLI NUVNY, ^TOBY SDELATX WYWOD O TOM, ^TO NA PRAKTIKE TEORIQ kma SIGNALOW S NEPRE- RYWNYM ARGUMENTOM RASPADAETSQ NA DWE PO^TI NEZAWISIMYE ^ASTI, PER- WAQ IZ KOTORYH SOSTOIT W OTOBRAVENII NEPRERYWNOJ FUNKCII W POSLEDO- WATELXNOSTX ^ISEL I DALEE PROIZWODITSQ UVE TO, ^TO PRINQTO NAZYWATX CIFROWOJ FILXTRACIEJ.

dAWAJTE SRAWNIM PROCESS POLU^ENIQ RAZLOVENIJ PO BAZISAM WSPLESKOW S OBY^NYMI ALGORITMAMI CIFROWOJ OBRABOTKI. pREDWARITELXNO DOGOWO- RIMSQ OBOZNA^ATX POSLEDOWATELXNOSTI WIDA {c^j_n} I {d^j_n} ^EREZ c^j I d^j . tAKIM OBRAZOM, c^j I d^j MOVNO TRAKTOWATX LIBO KAK BESKONE^NOMERNYE WEKTORY, LIBO KAK FUNKCII DISKRETNOGO ARGUMENTA.

w CIFROWOJ FILXTRACII ^A]E WSEGO ISPOLXZU@TSQ FILXTRY, KOTORYE S MATEMATI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ QWLQ@TSQ LINEJNYMI OPERATORAMI, KOM- MUTIRU@]IMI SO SDWIGOM. oNI ZADA@TSQ NEKOTOROJ ^ISLOWOJ POSLE- DOWATELXNOSTX@ s S KOMPONENTAMI {sn}, n ∈ Z, POROVDA@]EJ SWERTKU

§7. swqzx s tradicionnymi metodami cifrowoj obrabotki 33

y = s ∗ x, ^TO W KOORDINATNOJ FORME MOVNO ZAPISATX

y_k = ∑ n∈Z s_nx_{k−n}. w ^ASTOTNOJ OBLASTI “TOT OPERATOR PREDSTAWLQETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ SPEKTROW ŷ = ŝx̂.

fORMULY (6.11) I (6.12) MOVNO RASSMATRIWATX KAK KOMPOZICI@ DWUH OPERATOROW, PERWYJ IZ KOTORYH SWERTKA

c̃^j_k = ∑ c^{j+1}_n h_{n−k}, A WTOROJ — PROREVIWANIE WREMENNOJ SETKI c^j_k = c̃^j_{2k}. nAJDEM PREOBRAZO- WANIE fURXE FORMULY (6.11). dLQ PERWOGO OPERATORA IMEEM

^̃c^j (ω) = ∑ k∈Z ∑ n∈Z c^{j+1}_n h_{n−k}e^{−iωk} = ∑ n∈Z c^{j+1}_n e^{−iωn} ∑ k∈Z h_{n−k}e^{−iω(k−n)} = ĉ^{j+1}(ω) ∑ k∈Z h_{n−k}e^{−iω(n−k)} = √ 2ĉ^{j+1}(ω)m_0(ω). (1)

wTOROJ OPERATOR (PROREVIWANIE) WEDET K PREOBRAZOWANI@ SPEKTRA PO FORMULE

ĉ^j (ω) = ∑ n∈Z c^j_ne^{−inω} = ∑ n∈Z c̃^j_{2n}e^{−inω} = 1 2 ( ∑ n∈Z c̃^j_ne^{−inω/2} + ∑ n∈Z c̃^j_ne^{−in(ω/2+π)} ) = 1 2 ( ^̃c^j (ω/2) + ^̃c^j (ω/2 + π) ) = 1 √ 2 ( ĉ^{j+1}(ω/2)m_0(ω/2) + ĉ^{j+1}(ω/2 + π)m_0(ω/2 + π) ) . (2)

aNALOGI^NYM OBRAZOM IZ FORMULY (6.12) POLU^IM ^̃dj (ω) = ∑ k∈Z ∑ n∈Z c^{j+1}_n g_{n−k}e^{−iωk} = ∑ k∈Z ∑ n∈Z c^{j+1}_n (−1)^{1−n+k}h_{1−n+k}e^{−iωk} = e^{iω} ∑ n∈Z c^{j+1}_n e^{−iωn} ∑ k∈Z h_{1−n+k}e^{−i(ω+π)(1−n+k)} = √ 2ĉ^{j+1}(ω)e^{iω} m_0(ω + π). (3)

I d̂^j (ω) = 1 2 ( ^̃dj (ω) + ^̃dj (ω + π) ) = e^{iω/2} √ 2 ( ĉ^{j+1}(ω/2)m_0(ω/2 + π) − ĉ^{j+1}(ω/2 + π)m_0(ω/2) ) . (4)

fORMULA WOSSTANOWLENIQ W ^ASTOTNOJ OBLASTI ZAPI[ETSQ W WIDE

ĉ^{j+1}(ω) = ∑ k∈Z ∑ n∈Z c^j_nh_{k−2n}e^{−iωk} + ∑ k∈Z ∑ n∈Z d^j_ng_{k−2n}e^{−iωk} = ∑ n∈Z c^j_ne^{−2iωn} ∑ k∈Z h_{k−2n}e^{−iω(k−2n)} + ∑ n∈Z d^j_ne^{−2iωn} ∑ k∈Z g_{k−2n}e^{−iω(k−2n)} = √ 2ĉ^j (2ω)m_0(ω) + d̂^j (2ω) ∑ k∈Z (−1)^{1−k+2n}h_{1−k+2n}e^{−iω(k−2n)} = √ 2ĉ^j (2ω)m_0(ω) + e^{−iω}d̂^j (2ω) ∑ k∈Z h_{1−k+2n}e^{−i(ω+π)(1−k+2n)} = √ 2ĉ^j (2ω)m_0(ω) + √ 2e^{−iω}d̂^j (2ω)m_0(ω + π). (5)

rAZUMEETSQ, ESLI PODSTAWITX ĉ^j (ω),^^d^j (ω) IZ (2) I (4) W (5), TO POLU^IM TOVDESTWO.

wERNEMSQ K FORMULAM (6.11) I (6.12). pOPYTAEMSQ NA KA^ESTWENNOM UROWNE OB˙QSNITX IH ESTESTWENNOSTX I RAZUMNOSTX S TO^KI ZRENIQ TRADI- CIONNYH METODOW FILXTRACII SIGNALOW.

pERWYJ “TAP OBRABOTKI, OPISYWAEMYJ FORMULAMI (1) I (3) SOSTOIT W PRIMENENII DWUH TRADICIONNYH CIFROWYH FILXTROW, PERWYJ IZ KOTO- RYH WYDELQET NIVNIE ^ASTOTY (|ω| ≤ π/2), A DRUGOJ (OKTAWNYJ) FILXTR WYDELQET WERHNIE ^ASTOTY π/2 ≤ |ω| ≤ π. oTMETIM, ^TO ESLI NE U^I- TYWATX FAZOWYE HARAKTERISTIKI FILXTROW, TO OBRABOTKA W FORMULAH (1) I (3) OSU]ESTWLQETSQ DWUMQ SDWIGAMI NA π PO ^ASTOTE ODNOGO I TOGO VE FILXTRA, KOTORYJ OPREDELQETSQ FUNKCIEJ m0.

pOSKOLXKU NA WYHODE FILXTRA (1) W SIGNALE OTSUTSTWUET WERHNQQ POLO- WINA ^ASTOT, TO SLI[KOM RASTO^ITELXNO DLQ EGO HRANENIQ ISPOLXZOWATX WSE CELO^ISLENNYE OTS^ETY. eSLI FILXTR m0 DOSTATO^NO HORO[, TO IS- HODNYJ SIGNAL MOVNO WOSSTANOWITX I PO PROREVENNOJ W DWA RAZA SETKE WREMENNYH OTS^ETOW. iMENNO “TU IDE@ REALIZUET FORMULA (2). bEZUSLOW- NO, ESLI m0 NE OPREDELQET IDEALXNYJ POLOSOWOJ FILXTR, TO PRIMENENIE

FORMULY (2) PRIWEDET K NALOVENI@ ^ASTOT, ^TO NUVNO U^ITYWATX W SLU- ^AE, KOGDA WYHOD FORMULY (2) PREDSTAWLQET SAMOSTOQTELXNYJ INTERES I EGO PREDPOLAGAETSQ ISPOLXZOWATX W KA^ESTWE WYHODNOGO SIGNALA.

wERHNQQ ^ASTOTA SIGNALA PRI PROHOVDENII ^EREZ FILXTR (3) NE UMENX- [ILASX, ODNAKO “TOT FILXTR OSWOBOVDAET MESTO W POLOSE NIZKIH ^ASTOT

[−π/2, π/2]. pO“TOMU PROREVIWANIE SIGNALA SOGLASNO FORMULE (4) PRIWO-

DIT K TRANSPONIROWANI@ WERHNIH ^ASTOT NA OSWOBODIW[EESQ MESTO. pRI “TOM, OPQTX-TAKI, ESLI FILXTR DOSTATO^NO HORO[, TO NALOVENIE ^ASTOT MOVET PROIZOJTI LI[X WBLIZI GRANICY ^ASTOTNOGO DIAPAZONA.

tAKIM OBRAZOM, MY RAZDELILI WHODNOJ SIGNAL NA DWA WYHODNYH, KAV- DYJ IZ KOTORYH NESET INFORMACI@ O SWOEJ ”POLOWINE” ^ASTOT. pRI “TOM ZA S^ET PROREVIWANIQ KOLI^ESTWO INFORMACII NA WYHODE NE UWELI^IWA- ETSQ.

iDEQ ISPOLXZOWANIQ TAKOGO TIPA RAZLOVENIQ DLQ DALXNEJ[EJ OBRABOT- KI WOZNIKLA DO POQWLENIQ USTOQW[EJSQ TEORII RAZLOVENIJ PO WSPLESKAM. wPERWYE “TA SHEMA PERWI^NOJ OBRABOTKI S TO^NYM WOSSTANOWLENIEM, NA- ZWANNAQ SUBPOLOSNYM KODIROWANIEM^8 BYLA PREDLOVENA W [V] I W NEKOTO- RYH DRUGIH RABOTAH TOGO WREMENI. bOLEE RANNIE WERSII NE DOPUSKALI TO^NOGO WOSSTANOWLENIQ SIGNALA.

pEREKRYTIE ^ASTOT, POQWLQ@]EESQ WWIDU NEIDEALXNOSTI FILXTRA m0, NE O^ENX PRINCIPIALXNO, DLQ WSPLESK-RAZLOVENIJ, POSKOLXKU NE WEDET K ISKAVENI@ INFORMACII WWIDU TOGO, ^TO FORMULA (6.14) TO^NO WOSSTANA- WLIWAET SIGNAL.

§8. pAKETY WSPLESKOW.

nESMOTRQ NA OPRAWDANNOSTX KLASSI^ESKOJ SHEMY WSPLESK-RAZLOVENIQ, OPISANNOJ W §§2 – 6 ONA, RAZUMEETSQ, NE QWLQETSQ UNIWERSALXNOJ DLQ WSEH SLU^AEW. dLQ IZLOVENIQ IDEI PAKETOW WSPLESKOW NAM UDOBNO BUDET OSTATX- SQ NA POZICIQH SUBPOLOSNOGO KODIROWANIQ, T.E. MY BUDEM S^ITATX, ^TO c^0 WHODNOJ SIGNAL, REZULXTATOM RAZLOVENIQ KOTOROGO STANUT SIGNALY d^{−1},

d^{−2}, . . . , d^j , c^j , GDE j < 0. w RAMKAH “TOJ SHEMY FAKTI^ESKI PROISHODIT

RAZLOVENIE SIGNALA W SUMMU SIGNALOW, [IRINA SPEKTROW KOTORYH RAW- NA OKTAWE. oDNAKO WYBOR OKTAWNOGO RAZRE[ENIQ W ^ASTOTNOJ OBLASTI NE WSEGDA SOOTWETSTWUET RE[AEMOJ ZADA^E.

kOJFMAN I mEJER (SM., NAPR., [CM]) PREDLOVILI GIBKU@ SISTEMU WY- BORA BAZISOW, NAZWANNYH IMI PAKETOM WSPLESKOW. oSNOWNAQ IDEQ SOSTOIT

8Subband filtering scheme

W SLEDU@]EM. pOSLE RAZBIENIQ SIGNALA c^0 NA DWE RAWNYE PO ABSOL@TNOJ WELI^INE POLOSY ^ASTOT MY POLU^AEM DWA SIGNALA c^{−1} I d^{−1}, PERWYJ IZ KOTORYH, NESU]IJ INFORMACI@ O NIVNIH ^ASTOTAH, PRI TRADICION- NOM WSPLESK-RAZLOVENII IDET W DALXNEJ[U@ OBRABOTKU PRI POMO]I TEH VE FILXTROW, KOTORYE BYLI UVE ISPOLXZOWANY NA PERWOM [AGE. sIGNAL

d^{−1} PRI “TOM OSTAETSQ NA HRANENIE I S^ITAETSQ GOTOWYM K PRIMENENI@

DRUGIH PROCEDUR, NAPRIMER KOMPRESSII. oDNAKO WPOLNE MOVET OKAZATX- SQ, ^TO POQWIW[IJSQ NA “TOM “TAPE (ILI NA L@BOM DRUGOM IZ “TAPOW WSPLESK-RAZLOVENIQ) SIGNAL d^{−1} IZ PROSTRANSTWA WSPLESKOW IMEET ^AS- TOTNOE NAPOLNENIE TAKOGO VE WIDA, KAK I SIGNAL c^{−1} I NI^UTX NE W MENX- [EJ MERE ”ZASLUVIWAET” PRIMENENIQ PROCEDURY OBRABOTKI PO FORMULAM

(6.11) I (6.12). rAZUMEETSQ, OTNOSITELXNO KAVDOGO IZ POLU^ENNYH POSLE

TAKOJ OBRABOTKI SIGNALOW MOVNO SNOWA PRINIMATX RE[ENIE O CELESOOB- RAZNOSTI EGO DALXNEJ[EJ OBRABOTKI ILI OB OTPRAWKE EGO NA HRANENIE. o WOZMOVNOM ALGORITME PRINQTIQ TAKOGO RE[ENIQ RE^X POJDET W KONCE “TOGO PARAGRAFA.

iTAK, NA QZYKE TEORII WSPLESKOW IDEQ WWEDENIQ PAKETOW WSPLESKOW SO- STOIT W TOM, ^TO PROSTRANSTWA V I W , WOZNIKA@]IE NA WYHODE L@BOGO IZ “TAPOW WSPLESK-RAZLOVENIQ, SOWER[ENNO RAWNOPRAWNY. k KAVDOMU IZ NIH MOVET BYTX PRIMENENA PROCEDURA WSPLESK-RAZLOVENIQ, T.E. KAVDOE IZ NIH MOVET IMETX SWOI SOBSTWENNYE PROSTRANSTWA V I W . nA rIS. 1 PRIWEDEN GRAF, WER[INAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ WSE WOZMOVNYE DLQ FOR- MIROWANIQ PAKETA WSPLESKOW PROSTRANSTWA. sAMYJ WERHNIJ NULEWOJ URO- WENX GRAFA SOSTOIT IZ ODNOJ WER[INY, SOOTWETSTWU@]EJ PROSTRANSTWU

V^0 = W^0_0 , A WOOB]E, W PROIZWOLXNOM j-M UROWNE (j ≤ 0) GRAFA NAHODQTSQ

WER[INY, KOTORYE SOOTWETSTWU@T PROSTRANSTWAM, OTWE^A@]IM ZA 2^j -@ ^ASTX SPEKTRA PROSTRANSTWA V^0.

l@BOJ WSPLESK-PAKET QWLQETSQ SWQZNYM KONE^NYM PODGRAFOM G DAN- NOGO GRAFA, UDOWLETWORQ@]IM SLEDU@]IM SWOJSTWAM:

A) wER[INA V^0 = W^0_0 PRINADLEVIT G;

B) w KAVDOJ IZ WER[IN GRAF G LIBO RAZWETWLQETSQ NA DWE ^ASTI, LIBO PRERYWAETSQ

pRIMER TAKOGO GRAFA PRIWEDEN NA rIS. 2 mY UMY[LENNO ZDESX OGRANI^ILISX RASSMOTRENIEM KONE^NYH PODGRA- FOW, POSKOLXKU DLQ BESKONE^NYH GRAFOW BEZ UGLUBLENIQ W KONKRETNYE SWOJSTWA BAZISNYH FUNKCIJ ILI FUNKCII m0 NEWOZMOVNO RE[ITX PROBLE- MU O WOZMOVNOSTI PREDSTAWLENIQ PROSTRANSTWA V^0 W WIDE PRQMOJ SUMMY PROSTRANSTW, SOOTWETSTWU@]IH KONE^NYM WER[INAM GRAFA G.

§8. pakety wspleskow. 37

w KAKOJ-TO MOMENT IZLOVENIQ IDEI PAKETA WSPLESKOW MY PERE[LI S QZYKA FILXTRACII SIGNALOW NA QZYK RAZLOVENIQ PROSTRANSTW. sEJ^AS MY DADIM FORMULY “TOGO PEREHODA I POKAVEM, ^TO L@BOMU PAKETU WSPLES- KOW W SAMOM DELE SOOTWETSTWUET NEKOTORAQ ORTOGONALXNAQ SUMMA NOWYH PROSTRANSTW.

bUDEM S^ITATX, ^TO NEKOTORYJ kma ZAFIKSIROWAN. pUSTX, KAK WSEGDA,

m_0 — FUNKCIQ, OPREDELQEMAQ MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM (4.1). ~EREZ

m_1 ZDESX I DALEE BUDET UDOBNO OBOZNA^ATX FUNKCI@ m_1(ω) = e^{iω} m_0(ω + π),

OPREDELQEMU@ MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM DLQ WSPLESKA (5.9^′). tOGDA SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ

lEMMA 1. pUSTX PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ f ∈ L^2 (R) TAKOWA, ^TO EE SDWIGI f(x − n) OBRAZU@T ORTONORMIROWANNU@ SISTEMU, I

f_1(x)^{def}= ∑ k∈Z h_kf(x − k),

f_2(x)^{def}= ∑ k∈Z g_kf(x − k). tOGDA NABOR SDWIGOW {f_1(x − 2n)} I {f_2(x − 2n)} (n ∈ Z) OBRAZUET ORTO- NORMIROWANNYJ BAZIS LINEJNOJ OBOLO^KI SISTEMY SDWIGOW {f(x − n)}.

zAMETIM, ^TO, WOOB]E GOWORQ, FUNKCIQ f NE IMEET NIKAKOGO OTNO[E- NIQ NI K FUNKCIQM m0 I m1, NI K NA[EMU kma. iZ LEMMY 1 MOVNO

SDELATX ZAKL@^ENIE, ^TO ESLI FUNKCII φ1 I φ2, ZADA@]IE RAZNYE kma, ”POMENQ@TSQ” SWOIMI FUNKCIQMI m0, TO HOTQ POSLE TAKOJ ZAMENY I NE POQWQTSQ FUNKCII S RASTQNUTYM W DWA RAZA ARGUMENTOM, T. E. NE BU- DET “FFEKTA MAS[TABIROWANIQ, NO MY POLU^IM ORTOGONALXNU@ SUMMU DWUH PROSTRANSTW, KAVDOE IZ KOTORYH OTWE^AET ZA SWO@ POLOWINU SPEKT- RA. pRI “TOM NA WYHODE MAS[TABIRU@]IH URAWNENIJ POQWQTSQ FUNKCII, ^XI DWOJNYE SDWIGI OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYE BAZISY W DANNYH PRO- STRANSTWAH.

pOLNOE DOKAZATELXSTWO LEMMY 1 MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [D2,§10.5]. zDESX MY PRIWODITX EGO NE BUDEM, POSKOLXKU ONO LEGKO PROWODITSQ PRI POMO]I TEHNIKI, UVE ISPOLXZOWANNOJ NAMI W §§4 I 5.

pOLU^IM TEPERX FORMULU WY^ISLENIQ BAZISOW. sNA^ALA DOGOWORIMSQ OB OBOZNA^ENIQH. ~EREZ W^j_k , GDE j < 0, 0 ≤ k < 2^{−j} MY BUDEM OBOZNA^ATX PROSTRANSTWO SOOTWETSTWU@]EE WER[INE GRAFA (rIS. 1), NAHODQ]EJSQ NA j-M UROWNE NA k-M MESTE SLEWA, GDE NUMERACIQ NA^INAETSQ S NULQ. nA- PRIMER, W^j_0 = V^j , W^j_1 = W^j . ~EREZ ψ^j_k MY BUDEM OBOZNA^ATX FUNKCI@, ^XI 2^{−j} SDWIGI OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA W^j_k , I TAKU@, ^TO KO“FFICIENTY PROEKCII NA PROSTRANSTWO W^j_k “LEMENTOW PO- ROVDA@]EGO EGO PROSTRANSTWA W^{j+1}_l BOLEE WYSOKOGO UROWNQ (SM. rIS. 1) WY^ISLQ@TSQ PRI POMO]I LIBO FILXTRA m0, LIBO FILXTRA m1. zAMETIM, ^TO W DANNOM SLU^AE, ^ISLO l RAWNO CELOJ ^ASTI DELENIQ POPOLAM ^ISLA k, A INDEKS FUNKCII mi RAWEN WELI^INE OSTATKA OT “TOGO DELENIQ. tAKIM OBRAZOM, SPRAWEDLIWO (REKURRENTNOE) RAWENSTWO

ψ̂^j_k(ω) = m_i(2^{−j−1}ω)ψ̂^{j+1}_l (ω),

OPIRAQSX NA KOTOROE KAK NA [AG INDUKCII POLU^IM SLEDU@]IJ OB]IJ REZULXTAT.

pUSTX j ≤ 0, 0 ≤ k < 2^{−j} . pRI^EM α1α2 . . . α_{|j|} — PREDSTAWLENIE ^ISLA k W DWOI^NOM WIDE. tOGDA

ψ̂^j_k(ω) = φ̂(ω) |j|−1∏

l=0 m_{αl} (2^lω). (1)

nESMOTRQ NA BEZUSLOWNU@ WAVNOSTX FORMULY (1) DLQ TEORII, NA PRAK- TIKE, OSTAWAQSX NA POZICIQH CIFROWOJ FILXTRACII ^ASTO MOVNO OBOJTISX I BEZ ZNANIQ BAZISNYH FUNKCIJ, ODNAKO W SLU^AE, KOGDA OBRABOTKA NA^I- NAET DAWATX SBOI, POLEZNO POSMOTRETX NA BAZISNU@ FUNKCI@, DLQ TOGO ^TOBY GLUBVE PONQTX S ^EM MY IMEEM DELO.

sLEDUET IMETX W WIDU, ^TO UWELI^ENIE ^ASTOTNOGO RAZRE[ENIQ WEDET K UHUD[ENI@ RAZRE[ENIQ WREMENNOGO. pRI “TOM PRI OBY^NOM WSPLESK- RAZLOVENII OTNOSITELXNAQ [IRINA POLOSY ^ASTOT, SOOTWETSTWU@]AQ KAV- DOMU PROSTRANSTWU W^j OSTAETSQ POSTOQNNOJ, ^TO NE TOLXKO DOPUSKAET, NO I OPRAWDYWAET UHUD[ENIE WREMENNOJ LOKALIZACII BAZISNYH FUNKCIJ. w SLU^AE VE PAKETA WSPLESKOW PRI UHUD[ENII WREMENNOJ LOKALIZACII BAZISNYH FUNKCIJ UMENX[AETSQ OTNOSITELXNAQ [IRINA POLOSY, T.E. OT- NO[ENIE [IRINY POLOSY K EE WERHNEJ ^ASTOTE. pRI “TOM PROIZWEDENIE RAZMERA NOSITELQ BAZISNYH FUNKCIJ NA [IRINU IH PREOBRAZOWANIQ fU- RXE WSE-TAKI OSTAETSQ NEIZMENNYM.

sU]ESTWUET MNOGO PREDPOSYLOK, POZWOLQ@]IH OPRAWDATX ISPOLXZOWA- NIE PAKETOW WSPLESKOW. wSPOMNIM, NAPRIMER, UPOMQNUTYJ W §1 PRIN- CIP ”POHOVESTI” PRIBLIVAEMOJ I PRIBLIVA@]EJ FUNKCII. eSLI PO- SMOTRETX NA OSCILLOGRAMMU RE^EWOGO SIGNALA, TO WIDNO, ^TO W NEM PRI- SUTSTWUET BOLX[OE ^ISLO SINUSOPODOBNYH SIGNALOW, PROMODULIROWANNYH NIZKO^ASTOTNYM DOSTATO^NO BYSTRO ZATUHA@]IM SIGNALOM. ~TO POZWO- LQET PREDPOLOVITX, ^TO DLQ PREDSTAWLENIQ ILI SVATIQ TAKIH SIGNALOW KAK RAZ PODOJDUT PAKETY WSPLESKOW, A MOVET BYTX, I OKONNOE PREOBRAZO- WANIE fURXE. qSNO, ^TO PAKETY WSPLESKOW POSTAWLQ@T NAM [IROKIJ WY- BOR ORTOGONALXNYH BAZISOW (KAVDYJ DOPUSTIMYJ GRAF OPREDELQET NOWYJ BAZIS), KAVDYJ IZ KOTORYH IMEET [ANS STATX LU^[IM DLQ KONKRETNOJ ZADA^I.

w NASTOQ]EE WREMQ SU]ESTWUET MNOGO BAZISOW WSPLESKOW I WYBOR BA- ZISA, KOTORYJ PODHODIT K RE[ENI@ KONKRETNOJ ZADA^I SOWSEM NEPROST. oDNAKO, DAVE OSTANOWIW[ISX NA NEKOTOROM IZ BAZISOW, WYBRATX PODHO- DQ]IJ PAKET WSPLESKOW (PODGRAF GRAFA, IZOBRAVENNOGO NA rIS. 1) SREDI IH OGROMNOGO KOLI^ESTWA PREDSTAWLQETSQ SOWSEM NE PROSTOJ ZADA^EJ.

w SWQZI S “TIM O^ENX UDA^NYM PREDSTAWLQETSQ ADAPTIWNYJ ALGORITM WYBORA PODHODQ]EGO PAKETA WSPLESKOW, PREDLOVENNYJ W RABOTE [CM]. kRITERIEM KA^ESTWA WYBORA BAZISA W PREDLAGAEMOM ALGORITME BERETSQ WELI^INA_{E = − ∑} n∈Z |a_n|^2 ln |a_n|, (2)

GDE an — KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISU FUNKCII f. pRI “TOM S^ITAETSQ, ^TO W SLU^AE, KOGDA ak = 0 SOOTWETSTWU@]EE SLAGAEMOE W (2) RAWNO NUL@. sAMA WELI^INA E NAZYWAETSQ “NTROPIEJ FUNKCII f OTNO- SITELXNO ZADANNOGO BAZISA. ~EM MENX[E “NTROPIQ, TEM LU^[E.

sU]ESTWUET MNOGO RAZNYH OPREDELENIJ “NTROPII, NO SUTX U NIH ODNA

— BOLX[AQ “NTROPIQ GOWORIT O ”RAZMAZANNOSTI” FUNKCII PO BAZISNYM KOMPONENTAM. —NTROPIQ MALA, KOGDA BOLX[AQ ^ASTX NORMY FUNKCII SO- SREDOTO^ENA NA MALOM ^ISLE BAZISNYH NAPRAWLENIJ. iMENNO W “TOM SLU- ^AE INFORMACIQ O FUNKCII MOVET BYTX SU]ESTWENNO SVATA. i IMENNO W “TOM SLU^AE UPRO]A@TSQ ZADA^I RASPOZNAWANIQ SIGNALOW I IH KLASSIFI- KACII.

iDEQ ALGORITMA ^REZWY^AJNO PROSTA. kAVDOE IZ POQWLQ@]IHSQ W PRO- CESSE RAZLOVENIQ PROSTRANSTW W^j_k PREDSTAWLQETSQ W WIDE W^j_k = W^{j−1}_{2k} ⊕

W^{j−1}_{2k+1} I PROIZWODITSQ PROWERKA OTNOSITELXNO KAKOGO IZ BAZISOW { {ψ^{j−1}_{2k} (x − 2^{1−j} k)}, {ψ^{j−1}_{2k+1}(x − 2^{1−j} k)} } ILI {ψ^j_k(x − 2^{−j} k)} ZNA^ENIE “NTROPII MENX[E. w SLU^AE, ESLI “NTRO- PIQ MENX[E DLQ PERWOGO BAZISA, TO SOHRANIM KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISU {ψ^j_k(x − 2^{−j} k)} I BOLX[E IH TROGATX NE BUDEM. w PROTIW- NOM SLU^AE KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISAM {ψ^{j−1}_{2k} (x − 2^{1−j} k)} I

{ψ^{j−1}_{2k+1}(x − 2^{1−j} k)} PODWERGNEM DALXNEJ[EJ PERERABOTKE.

sTOIT OTMETITX, WY^ISLITELXNYE ZATRATY TAKOGO ADAPTIWNOGO ALGO- RITMA ZNA^ITELXNO WY[E, ^EM U ALGORITMA S FIKSIROWANNYM GRAFOM, POSKOLXKU ^ASTX “TIH ZATRAT ISPOLXZUETSQ TOLXKO DLQ SRAWNENIQ “NTRO- PIJ.

bLAGODARQ BOGATSTWU WYBORA BAZISNYH “LEMENTOW, POLU^A@]IHSQ PRI POSTROENII PAKETA WSPLESKOW, DLQ WYBORA HORO[EGO PREDSTAWLENIQ FUNK- CII f W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII MALOGO KOLI^ESTWA FUNKCIJ MOVET BYTX ISPOLXZOWAN ALGORITM, IME@]IJ ANGLIJSKOE NAZWANIE matching pursuit. eGO SUTX PRIMENITELXNO K PAKETAM WPLESKOW ZAKL@^AETSQ W SLEDU@]EM. dLQ FUNKCII f STROITSQ POLNOE RAZLOVENIE W PAKET WSPLESKOW. sREDI POLU^ENNYH NA WSEH UROWNQH GRAFA KO“FFICIENTOW WYBIRAETSQ MAKSI- MALXNYJ. iZ FUNKCII f WY^ITAETSQ SOOTWETSTWU@]AQ WYBRANNOMU KO- “FFICIENTU BAZISNAQ FUNKCIQ, POMNOVENNAQ NA “TOT KO“FFICIENT. k POLU^ENNOMU OSTATKU SNOWA PRIMENQETSQ PROCEDURA RAZLOVENIQ W PAKET WSPLESKOW I SREDI WY^ISLENNYH ZANOWO KO“FFICIENTOW I]ETSQ MAKSI- MALXNYJ I T. D. POKA FUNKCIQ f NE BUDET PRIBLIVENA S ZADANNOJ TO^- NOSTX@. pOSKOLXKU NA KAVDOM [AGE WYBIRAETSQ NAILU^[IJ PRIBLIVA@- ]IJ “LEMENT, DANNYJ ALGORITM POZWOLQET DOSTI^X HORO[EGO PRIBLIVE- NIQ FUNKCII f SUMMOJ MALOGO ^ISLA SLAGAEMYH. oDNAKO QSNO, ^TO TAKOJ ALGORITM QWLQETSQ SWERHZATRATNYM, TAK KAK DLQ POLU^ENIQ KAVDOGO O^E- REDNOGO KO“FFICIENTA TREBUETSQ WY^ISLITX POLNOE RAZLOVENIE W PAKET WSPLESKOW.

§9. pERIODI^ESKIE WSPLESKI

w PRILOVENIQH OBY^NO PRIHODITSQ RASSMATRIWATX SIGNALY NA KONE^- NOM PROMEVUTKE WREMENI ILI PROSTRANSTWA. w IDEALE HOTELOSX BY IMETX TEORI@ WSPLESKOW ADAPTIROWANNU@ K OTREZKU. pOPYTKI TAKOGO POSTRO- ENIQ BYLI, NO NASKOLXKO NAM IZWESTNO, NE NA[LI [IROKOGO PRIMENENIQ IZ-ZA NEOBHODIMOSTI PRI REALIZACII ALGORITMA U^ITYWATX KRAEWYE “F- FEKTY. pO“TOMU ^A]E WSEGO SIGNAL PERIODIZIRU@T KAKIM-LIBO PODHODQ- ]IM SPOSOBOM, ^TOBY NE BYLO PLOHOGO MESTA SKLEJKI.

dLQ RABOTY S PERIODI^ESKIMI SIGNALAMI NEOBHODIMO POSTROENIE TEO- RII PERIODI^ESKIH WSPLESKOW. wOOB]E, SU]ESTWUET DWA WOZMOVNYH POD- HODA K POSTROENI@ TAKOJ TEORII. pERWYJ IZ NIH OSNOWAN NA PERIODIZA- CII NEPERIODI^ESKIH kma. dRUGOJ PODHOD, KOTORYJ MY ZDESX RASSMOT- RIM QWLQETSQ AKSIOMATI^ESKIM. w “TOM SLU^AE PROCESS KONSTRUIROWANIQ PERIODI^ESKIH kma NIKAK NE SWQZAN S IH NEPERIODI^ESKIMI ANALOGAMI. hOTQ DLQ PODAWLQ@]EGO ^ISLA REALIZACIJ kma PERIODI^ESKIJ MOVET BYTX POLU^EN PERIODIZACIEJ NEPERIODI^ESKOGO kma I NAOBOROT. pOL- NOJ QSNOSTI O TOM, KOGDA “TO WOZMOVNO, W DANNYJ MOMENT NET.

mY RASSMATRIWAEM ZDESX MAKSIMALXNO OB]IJ PODHOD K OPREDELENI@ kma {V^j }^∞_{j=0} [IROKOGO KRUGA KWAZIBANAHOWYH PROSTRANSTW PERIODI- ^ESKIH RASPREDELENIJ (OBOB]ENNYH FUNKCIJ). zAMETIM, ^TO POQWLENIE kma OBOB]ENNYH FUNKCII WOWSE NE QWLQETSQ BESPOLEZNOJ DLQ PRAKTI^ES- KIH PRILOVENIJ ABSTRAKCIEJ. dAVE, ESLI PREDPOLOVITX, ^TO DLQ OPISA- NIQ SIGNALOW DOSTATO^NO PROSTRANSTW NEPRERYWNYH (ILI DAVE GLADKIH) FUNKCIJ, TO IZ DALXNEJ[EGO IZLOVENIQ BUDET WIDNO, ^TO DLQ WWEDENIQ RA- ZUMNYM OBRAZOM PONQTIQ PROSTRANSTW WSPLESKOW SOWER[ENNO NEOBHODIMO PONQTIE kma SOPRQVENNOGO PROSTRANSTWA NEPRERYWNYH LINEJNYH FUNK- CIONALOW, KOTOROE TEM [IRE, ^EM ÚVE ISHODNOE PROSTRANSTWO. oGRANI^I- WATX VE SEBQ RASSMOTRENIEM LI[X PROSTRANSTWA L^2 NE STÓIT, POSKOLXKU, KAK UVE BYLO SKAZANO WO wWEDENII, EWKLIDOWA METRIKA W PRILOVENIQH REDKO OKAZYWAETSQ SAMYM UDA^NYM WYBOROM.

—TOT PARAGRAF W BOLX[EJ STEPENI MATEMATIZIROWAN, ^EM PREDYDU]IE, NO WSE REZULXTATY PRIWODQTSQ BEZ DOKAZATELXSTWA I SNABVENY KOMMENTA- RIQMI. kAK NAM KAVETSQ, W TEORII PERIODI^ESKIH WSPLESKOW UDAETSQ DOJTI DO GORAZDO BOLEE GLUBOKIH WE]EJ, ANALOGI KOTORYH DLQ NEPERIO- DI^ESKOGO SLU^AQ WYPISATX POKA NE UDAETSQ.

oBOZNA^IM ^EREZ D PROSTRANSTWO 2π-PERIODI^ESKIH RASPREDELENIJ. pOLNOE POSTROENIE TEORII PERIODI^ESKIH RASPREDELENIJ PRIWODITSQ, NA-

PRIMER, W [—]. nAPOMNIM NEKOTORYE OSNOWNYE SWOJSTWA RASPREDELENIJ. rASPREDELENIQ MOGUT RASSMATRIWATXSQ LIBO KAK OGRANI^ENNYE LINEJNYE FUNKCIONALY, DEJSTWU@]IE NA PROSTRANSTWE BESKONE^NODIFFERENCIRU- EMYH FUNKCIJ C^∞ , LIBO KAK FORMALXNYE TRIGONOMETRI^ESKIE RQDY f(x) = +∞∑ n=−∞ c_ne^{inx}, S POSLEDOWATELXNOSTQMI KO“FFICIENTOW fURXE^^f(n)^{def}= cn, IME@]IMI NE BOLEE ^EM STEPENNOJ ROST. sWERTKA RASPREDELENIJ f I g OPREDELQETSQ PO FORMULE

f ∗ g (x)^{def}= +∞∑ n=−∞ f̂ (n)ĝ(n)e^{inx}, ^TO DLQ SUMMIRUEMYH FUNKCIJ SOWPADAET S INTEGRALXNYM OPREDELENIEM SWERTKI f ∗ g (x) = 1 2π ∫_π −π f(y)g(x − y) dy. ~EREZ fr MY OBOZNA^IM SWERTKU f S QDROM pUASSONA Pr (x),

f_r(x) = f ∗ P_r (x) = ∑ n∈Z c_nr^{|n|}e^{inx},

P_r(x) = ∑ n∈Z r^{|n|}e^{inx}. zAMETIM, ^TO MY MOVEM S^ITATX (r, x) POLQRNYMI KOORDINATAMI, GDE r,

0 ≤ r ≤ 1 IMEET SMYSL DLINY RADIUS-WEKTORA, ZADA@]EGO TO^KU (r, x), A x

IMEET SMYSL POLQRNOGO UGLA. tRIGONOMETRI^ESKIJ RQD, OPREDELQ@]IJ FUNKCI@ fr PRI 0 ≤ r < 1 ABSOL@TNO SHODITSQ, I POSLEDNQQ FORMULA ZADAET W OTKRYTOM EDINI^NOM KRUGE GARMONI^ESKU@ FUNKCI@. pRI^EM RAZNYE RASPREDELENIQ OPREDELQ@T RAZNYE GARMONI^ESKIE FUNKCII. tA- KIM OBRAZOM, ABSTRAKTNOE MATEMATI^ESKOE PONQTIE OBOB]ENNOJ FUNKCII OBRETAET PLOTX W WIDE GRAFIKA y = fr(x) W PROSTRANSTWE R^3, KOTORYJ MOVNO UVÉ UWIDETX I ”POTROGATX”. sAMO RASPREDELENIE f POLU^AETSQ KAK GRANI^NOE ZNA^ENIE fr PRI r = 1. iNYMI SLOWAMI, NAHODQSX NA EDI- NI^NOJ OKRUVNOSTI, TRUDNO PONQTX, ^TO TAKOE RASPREDELENIE. dLQ LU^- [EGO PONIMANIQ NUVNO SOJTI WNUTRX KRUGA, KOTORYJ “TA OKRUVNOSTX OGRANI^IWAET.

nAPOMNIM, ^TO NORMIROWANNOE PROSTRANSTWO NAZYWAETSQ BANAHOWYM, ESLI ONO POLNO. mNOGIE FUNKCIONALXNYE PROSTRANSTWA (NAPRIMER, PRO- STRANSTWA hARDI H^p) NE QWLQ@TSQ NORMIROWANNYMI, ODNAKO W NIH OPRE- DELEN DRUGOJ FUNKCIONAL, NAZYWAEMYJ KWAZINORMOJ. eGO OTLI^IE OT NORMY SOSTOIT W TOM, ^TO WMESTO NERAWENSTWA TREUGOLXNIKA W NEM SPRA- WEDLIWO DRUGOE BOLEE SLABOE NERAWENSTWO ‖x + y‖ ≤ C(‖x‖ + ‖y‖) DLQ NEKOTOROGO C > 1.

pUSTX X ⊂ D — KWAZIBANAHOWO PROSTRANSTWO. ~EREZ M(X, L^∞ ) MY OBOZNA^IM PROSTRANSTWO OGRANI^ENNYH OPERATOROW SWERTKI (TO^NEE, QDER TAKIH OPERATOROW), DEJSTWU@]IH IZ X W L^∞ .

oPREDELENIE 1. ~EREZ H MY OBOZNA^IM KLASS KWAZIBANAHOWYH PRO- STRANSTW X S KWAZINORMOJ ‖ • | X ‖, UDOWLETWORQ@]IH SLEDU@]IM USLO- WIQM:_{a)}

C^∞ ⊂ X ⊂ D ;

b) ‖ f | X ‖ = sup_{r<1} ‖ f_r | X ‖ DLQ L@BOGO f ∈ X;

c) X INWARIANTNO OTNOSITELXNO ZAMEN PEREMENNYH x → ±x + τ I x →

2x, A TAKVE OTNOSITELXNO ZAMENY x → x/2 DLQ π-PERIODI^ESKIH FUNKCIJ;

d) X INWARIANTNO OTNOSITELXNO POTO^E^NOGO UMNOVENIQ NA FUNKCII

exp(inx), n ∈ Z;

e) f ∈ X W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA f̄ ∈ X.

gRUBO GOWORQ, KLASS RASPREDELENIJ PRINADLEVIT H, ESLI EGO “LEMENTY MOVNO PODWERGATX NEKOTORYM “LEMENTARNYM PREOBRAZOWANIQM, NE WYHODQ PRI “TOM ZA PREDELY KLASSA. kROME TOGO SWOJSTWO A) TREBUET, ^TOBY RASPREDELENIQ NA GRANICE BYLI ”PRIWQZANY” W SMYSLE NORMY K SWOIM ZNA^ENIQM WNUTRI KRUGA.

zAMETIM, ^TO BOLX[INSTWO KLASSI^ESKIH PROSTRANSTW RASPREDELENIJ (TAKIH, KAK PROSTRANSTWA lEBEGA I hARDI, PROSTRANSTWA bESOWA—lIZOR- KINA—tRIBELQ, PROSTRANSTWA oRLI^A, PROSTRANSTWO KONE^NYH BORELEW- SKIH MER I MNOGIE DRUGIE) PRINADLEVAT H.

nAS BUDUT INTERESOWATX LI[X PROBLEMY SHODIMOSTI, A NE EE SKOROSTI. pO“TOMU MY MOVEM POLAGATX, ^TO NORMY WSEH PROSTRANSTW X ∈ H INWA- RIANTNY OTNOSITELXNO SDWIGOW ARGUMENTA I KOMPLEKSNOGO SOPRQVENIQ. w PROTIWNOM SLU^AE, SOGLASNO SWOJSTWAM c) I e) MY MOVEM WYPOLNITX PODHODQ]U@ PERENORMIROWKU.

w [p5] BYL WWEDEN KLASS PROSTRANSTW RASPREDELENIJ H, KOTORYJ WESX- MA BLIZOK K KLASSU H. pO KRAJNEJ MERE “TI KLASSY IME@T MNOGO OB]IH SWOJSTW.

pUSTX X ∈ H, TOGDA ^EREZ^∘X (ILI X^∘) OBOZNA^IM POPOLNENIE PRO- STRANSTWA C^∞ PO KWAZINORME PROSTRANSTWA X;

�_{X def=}^{_{f ∈} D^| sup_{r<1} ‖ fr | X ‖ < ∞ } ;

[X]^{def}= { Y ∈ H^{| ∘}X ⊂ Y ⊂ �_X^}_.

oPERACIQ [•] RAZBIWAET H NA KLASSY “KWIWALENTNOSTI. kAK OBY^NO, ^EREZ

X^∗ OBOZNA^IM PROSTRANSTWO NEPRERYWNYH LINEJNYH FUNKCIONALOW NA X.

dALEE ⟨f, g⟩ — ZNA^ENIE LINEJNOGO FUNKCIONALA g ∈ X^∗ NA RASPREDE- LENII f ∈ X. dALEE “TA OPERACIQ BUDET SLUVITX ESTESTWENNOJ ZAMENOJ SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ, OTSUTSTWU@]EGO W PROSTRANSTWE, OTLI^NOM OT L^2 .

hORO[O IZWESTNO, ^TO W SLU^AE X = C^∞ MY MOVEM POLAGATX ⟨f, g⟩^{def}= f(•) ∗ ḡ(−•)(0) = +∞∑ n=−∞ f̂(n)^̄g(n), (1)

GDE RQD ABSOL@TNO SHODITSQ. tA VE FORMULA PRIMENIMA DLQ PROIZWOLX- NOGO PROSTRANSTWA X =^∘X. pRI “TOM RQD W (1) NE SHODITSQ ABSOL@TNO, NO SUMMIRUETSQ METODOM aBELQ — pUASSONA.

sWOJSTWO 1. pUSTX X ∈ H, Y ∈ [X]. tOGDA M(Y, L^∞ ) = (^∘X)^∗ ∈ H.

zAME^ANIE. mOVNO TAKVE DOKAZATX, ^TO DLQ X ∈ H MNOVESTWO KOM- PAKTNYH OPERATOROW SWERTKI, DEJSTWU@]IH IZ X W L^∞ , SOWPADAET S (^∘X)^{∗∘}.

sWOJSTWO 2. pUSTX X ∈ H — BANAHOWO PROSTRANSTWO. tOGDA

M(M(X, L^∞ ), L^∞ ) = M(M( �_{X,} L^∞ ), L^∞) = X^{∘∗∘∗} = �_{X.}

zAME^ANIE. dLQ KWAZIBANAHOWA (NO NE BANAHOWA) PROSTRANSTWA X sWOJSTWO 2 UTRA^IWAET SILU. —TO SLEDUET IZ TOGO, ^TO X^{∘∗∘∗} — BANAHOWO.

oPREDELENIE 2. mY BUDEM GOWORITX, ^TO {V^j }^∞_{j=0} — POSLEDOWATELX-

NOSTX LINEJNYH PODPROSTRANSTW PROSTRANSTWA^∘X ∈ H — OBRAZUET kRAT-

NOMAS[TABNYJ ANALIZ (kma) PROSTRANSTWA X ∈ H, ESLI ONA UDOWLETWO-

RQET USLOWIQM:

1) a) V^0 ⊂ V^1 ⊂ . . . ⊂ V^j ⊂ . . . ⊂ X;

b) dim V^j = 2^j , j = 0, 1, 2, . . . ; 2) ⋃ j≥0 V^j PLOTNO W^∘X;

3) a) V^0 SOSTOIT IZ POSTOQNNYH;

b) ESLI f(x) ∈ V^j , TO f(2x) ∈ V^{j+1}, j = 0, 1, 2, . . . ; c) ESLI f(x) ∈ V^{j+1}, TO f(x/2) + f(x/2 + π) ∈ V^j , j = 0, 1, 2, . . . ; d) KAVDAQ FUNKCIQ PROSTRANSTWA f ∈ V^{j+1} PREDSTAWIMA W WIDE f(x) =

f_1(x) + f_2(x + 2π · 2^{−j−1}) + f_3(2x), GDE f_1, f_2, f_3 ∈ V^j , j = 1, 2, . . .

zAME^ANIE 1. mY OPREDELILI kma NE TOLXKO DLQ L^2 , NO I DLQ PRO- IZWOLXNOGO X ∈ H. —TO OPREDELENIE OTLI^AETSQ OT DRUGIH IZWESTNYH OPREDELENIJ (SM., NAPR., [H], [PB]) DAVE DLQ X = L^2 . mY IZNA^ALXNO NE TREBUEM NI TOGO, ^TOBY PROSTRANSTWA V^j BYLI LINEJNOJ OBOLO^KOJ SDWI- GOW ODNOJ FUNKCII, NI DAVE INWARIANTNOSTI PROSTRANSTW V^j OTNOSITELX- NO SDWIGA ARGUMENTA NA 2π2^{−j} . tEM NE MENEE, OPREDELENNYE NAMI kma OBLADA@T UKAZANNYMI SWOJSTWAMI. gLAWNOJ VE OTLI^ITELXNOJ ^ERTOJ NA[EGO OPREDELENIQ QWLQETSQ TOT FAKT, ^TO ONO GARANTIRUET ODNOZNA^- NOSTX WOSSTANOWLENIQ kma PO L@BOMU IZ PROSTRANSTW V^j (j > 0). —TIM SWOJSTWOM NE OBLADA@T NEKOTORYE IZ OPISANNYH W LITERATURE PRIMEROW kma. tAK, NAPRIMER, POLINOMIALXNYE kma, RASSMOTRENNYE ~.~UI, h.mASKAROM [ChM] I i.mEJEROM [M4], S NA[EJ TO^KI ZRENIQ NE QWLQ- @TSQ kma. wSE DRUGIE, IZWESTNYE NAM PRIMERY PERIODI^ESKIH kma, UDOWLETWORQ@T oPREDELENI@ 2. w RABOTE [Sk1] BYLO WWEDENO ^UTX BOLEE [IROKOE OPREDELENIE kma, POKRYWA@]EE WSE IZWESTNYE ^ASTNYE SLU^AI.

eSTESTWENNO, oPREDELENIE 2 MOVET BYTX PRIMENENO NE TOLXKO K PRO- STRANSTWAM IZ H, NO I KO MNOGIM TOPOLOGI^ESKIM LINEJNYM PROSTRAN- STWAM, NAPRIMER K C^∞ ILI D .

pOKA NE OGOWORENO PROTIWNOE, MY POLAGAEM N = 2^n, L = 2^l, J = 2^j I TAK DALEE.

pUSTX φ^l ∈ X, I WERHNIJ INDEKS l OPREDELQET PRINADLEVNOSTX φ^l K V^l, TOGDA ^EREZ ⃗φ^l MY OBOZNA^IM WEKTOR-FUNKCI@ ⃗φ^l(x) = ( φ^l(x), φ^l(x − 2π/L), . . . , φ^l(x − 2π(L − 1)/L) )_T .

eSLI EE KOMPONENTY LINEJNO NEZAWISIMY, TO ONI OBRAZU@T BAZIS SDWIGOW. w DALXNEJ[EM “TA DOGOWORENNOSTX RASPROSTRANQETSQ TOLXKO NA FUNKCII, OBOZNA^AEMYE GRE^ESKIMI BUKWAMI.

tEOREMA 1. pUSTX {V^j }^∞_{j=0} — PROIZWOLXNYJ kma PROSTRANSTWA

X ∈ H. tOGDA SU]ESTWUET TAKOJ NABOR FUNKCIJ {φ^j }^∞_{j=0}, ^TO KOMPO-

NENTY WEKTOROW ⃗φ^l OBRAZU@T BAZISY PROSTRANSTW V^l. kROME TOGO, DLQ L@BYH j_1, j_2, 0 ≤ j_1 < j_2, IMEEM

φ^{j1} (J_2x/J_1) = J2/J1−1 ∑ k=0 φ^{j2} (x + 2πkJ_1/J_2).

sLEDSTWIE. zAFIKSIRUEM j_0 > 0. eSLI PRI USLOWIQH tEOREMY 1 φ^j UDOWLETWORQET MAS[TABIRU@]EMU URAWNENI@

φ^j (x) = 2J0−1∑

n=0 a_nφ^{j+1}(x − 2πn/2J) PRI j = j_0, TO φ^j UDOWLETWORQ@T “TOMU URAWNENI@ PRI WSEH j ≤ j_0.

pOSLEDOWATELXNOSTX KO“FFICIENTOW MAS[TABIRU@]EGO URAWNENIQ NA- ZYWA@T MASKOJ.

dOKAZATELXSTWO tEOREMY 1 OPIRAETSQ NA NESKOLXKO WSPOMOGATELXNYH REZULXTATOW.

lEMMA 1. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW {V^j }^∞_{j=0} OBRA- ZUET kma PROSTRANSTWA X. tOGDA DLQ KAVDOGO j ≥ 0 NAJDETSQ BAZIS v^j_n(x), n = 0, 1, . . . , J − 1, UDOWLETWORQ@]IJ PRI m ∈ Z USLOWIQM: 1) v^j_0 ≡ 1, j ≥ 0;

2) DLQ L@BOGO k ≠ n, 0 ≤ k, n < J, m ∈ Z, IMEEM v̂^j_n(k + Jm) = 0; 3) SPRAWEDLIWY REKURRENTNYE SOOTNO[ENIQ

a) v̂^{j+1}_n (n+2Jm) = v̂^j_n(n+2Jm) PRI NE^ETNYH n (ZDESX I W DALXNEJ[EM MY POLAGAEM v^j_l ≡ v^j_{l+J} );

b) v̂^{j+1}_n (n + 2Jm) = v̂^j_{n/2}(n/2 + Jm) PRI ^ETNYH n.

zAME^ANIE. o^EWIDNO, FORMULY PUNKTOW 3a) I 3b) DA@T ODIN I TOT VE REZULXTAT DLQ WSEH n KROME SLU^AQ n = J.

bAZISY v^j_n, SU]ESTWOWANIE KOTORYH SLEDUET IZ lEMMY 1, W SLU^AE PERI- ODI^ESKIH SPLAJNOW IZU^ALISX MNOGIMI AWTORAMI (SM., NAPRIMER, [v1], [v2], [v3]).

sFORMULIRUEM NEKOTORYE SLEDSTWIQ lEMMY 1.

sLEDSTWIE 1. pROSTRANSTWA {V^j }^∞_{j=0} INWARIANTNY OTNOSITELXNO SDWIGA ARGUMENTA NA 2π/J.

sLEDSTWIE 2. l@BAQ IZ FUNKCIJ v^j_n, j > 0, 0 < n < J PREDSTAWIMA W WIDE RQDA

v^j_n(x) = ∑ m∈Z c^j_{n+Jm} exp(i(n + Jm)x), S NENULEWYMI KO“FFICIENTAMI.

wWEDEM OBOZNA^ENIE ⃗v^j DLQ WEKTORA (v^j_0, . . . , v^j_{J−1})^T .

lEMMA 2. kOMPONENTY WEKTORA ⃗φ^j OBRAZU@T BAZIS PROSTRANSTWA

V^j W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA FUNKCIQ φ^j QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ “LEMENTOW WEKTORA ⃗v^j S NENULEWYMI KO“FFICIENTAMI.

nAPOMNIM, ^TO SOGLASNO IZWESTNOJ TEOREME wINERA LINEJNAQ OBOLO^KA SDWIGOW FUNKCII f ∈ L(R) PLOTNA W L(R) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

f̂ (ω) ≠ 0 DLQ WSEH ω ∈ R. w NA[EM SLU^AE PROSTRANSTWO V j INWARIANTNO

OTNOSITELXNO 2π/J-SDWIGA, A “LEMENTY BAZISA ⃗v^j QWLQ@TSQ SOBSTWENNY- MI FUNKCIQMI “TOGO SDWIGA. pO“TOMU KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNK- CII PO BAZISU ⃗v^j MOVNO RASSMATRIWATX KAK EE SPEKTR. tAKIM OBRAZOM, lEMMA 2 QWLQETSQ ANALOGOM TEOREMY wINERA. pO“TOMU MY BUDEM NAZY- WATX WEKTOR-FUNKCI@ ⃗v^j BAZISOM wINERA PROSTRANSTWA V^j . o^EWIDNO, ^TO W KAVDOM IZ PROSTRANSTW V^j SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ S TO^NOSTX@ DO PERENORMIROWKI I PERESTANOWKI “LEMENTOW BAZIS wINERA. mY BUDEM POLXZOWATXSQ ESTESTWENNOJ NUMERACIEJ EGO “LEMENTOW, KOGDA NOMER OPRE- DELQETSQ GARMONIKAMI, WHODQ]IMI W SPEKTR DANNOJ FUNKCII. bAZISY wINERA I BAZISY SDWIGOW SWQZANY MEVDU SOBOJ (S TO^NOSTX@ DO UMNOVE- NIQ FUNKCIJ v^j_n NA NENULEWYE MNOVITELI) PRQMYM (FJ [•]) I OBRATNYM

(F^{−1}_J [•]) dpf PORQDKA J:

⃗v^j (x) = F^{−1}_J [⃗φ^j (x)], ⃗φ^j (x) = F_J [⃗v^j (x)]. (2)

sLEDU@]EE UTWERVDENIE DAET POLNOE OPISANIE WSEH WOZMOVNYH ORTO- GONALXNYH BAZISOW SDWIGOW W kma PROSTRANSTWA L^2 (T).

lEMMA 3. pUSTX {v^n_j (x)}^{N−1}_{j=0} NORMIROWANNYJ BAZIS wINERA PROSTRAN- STWA V^n NEKOTOROGO kma PROSTRANSTWA L^2 (T). tOGDA FUNKCIQ φ^n(x)

POROVDAET ORTONORMIROWANNYJ BAZIS SDWIGOW PROSTRANSTWA V^n W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

φ^n(x) = N−1∑ k=0 a_kv^n_k (x), GDE |a_0|^2 = |a_1|^2 = · · · = |a_{N−1}|^2 = 1/N.

dALEE W §10 BUDET PRIWEDEN ZNA^ITELXNO BOLEE OB]IJ REZULXTAT PODOB- NOGO TIPA.

sOGLASNO lEMME 1 KAVDYJ kma PROSTRANSTWA X POROVDAETSQ ODNOJ FUNKCIEJ v^1 . dLQ OPISANIQ WSEH WOZMOVNYH kma PROSTRANSTWA X DO- STATO^NO NAJTI WSE DOPUSTIMYE FUNKCII v^1 .

tEOREMA 2. fUNKCIQ v^1 ∈^∘X ∈ H POROVDAET kma PROSTRANSTWA

X TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

v^1 (x) = +∞∑ n=−∞ a_n exp(i(2n + 1)x),

GDE WSE a_n OTLI^NY OT NULQ.

tRADICIONNYJ PODHOD K WSPLESK-PROSTRANSTWAM W^j , IZLOVENNYJ W PREDYDU]IH PARAGRAFAH, SOSTOIT W IH OPREDELENII KAK ORTOGONALXNOGO DOPOLNENIQ PROSTRANSTWA V^j DO V^{j+1}. —TOT METOD WSPLESK-PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ f ∈ L^2 OSNOWAN NA IH APPROKSIMACII ORTOGONALXNYMI PROEKCI- QMI NA PROSTRANSTWA V^j ⊂ L^2 . oDNAKO KONCEPCIQ ”ORTOGONALXNOJ PROEK- CII” TERQET SWOE ZNA^ENIE DLQ PROIZWOLXNYH PROSTRANSTW X ∈ H.

pUSTX {V^j }^∞_{j=0} — kma PROSTRANSTWA X ∈ H. kOMPONENTY WEKTOR- FUNKCIJ {⃗v^j }^∞_{j=0} OBRAZU@T BAZISY wINERA PROSTRANSTW V^j . eSLI {P^j }^∞_{j=0}

— kma PROSTRANSTWA (^∘X)^∗ S BAZISAMI wINERA {⃗p^j }^∞_{j=0}, I TAKOJ, ^TO

⟨v^j_n, p^j_n⟩ ≠ 0, n = 0, 1, . . . , J − 1, j = 0, 1, 2, . . . , TOGDA MY BUDEM GOWO-

RITX, ^TO kma {P^j }^∞_{j=0} OPREDELQET WSPLESK-PROEKCI@ NA kma {V^j }^∞_{j=0}. pROEKTIROWANIE X → V^j OPREDELQETSQ FORMULOJ f → J−1∑ n=0 ⟨f, p^j_n⟩ ⟨v^j_n, p^j_n⟩ v^j_n.

pROSTRANSTWAMI WSPLESKOW NAZYWA@TSQ PROSTRANSTWA W^j = {f ∈ V^{j+1} | ⟨f, p^j_n⟩ = 0, n = 0, 1, . . . , J − 1}. lEGKO WIDETX, ^TO W PROSTRANSTWAH W^j SU]ESTWUET BAZIS wINERA, KOTO- RYJ MOVET BYTX WY^ISLEN PO FORMULAM w^j_n = ⟨v^{j+1}_{n+J} , p^j_n⟩v^{j+1}_n − ⟨v^{j+1}_n , p^j_n⟩v^{j+1}_{n+J} , n = 1, 2, . . . , J − 1, w^j_J = v^{j+1}_J .

tAKIM OBRAZOM, PROSTRANSTWA W^j INWARIANTNY OTNOSITELXNO SDWIGA AR- GUMENTA NA 2π/J. kROME TOGO, IMEET MESTO PREDSTAWLENIE

V^j = V^0 ⊕ W^0 ⊕ · · · ⊕ W^{j−1}, j = 1, 2, . . . ,

GDE ⊕ OBOZNA^AET PRQMU@ SUMMU LINEJNYH PROSTRANSTW.

o^EWIDNO, SOGLASNO sWOJSTWU 2 PROSTRANSTW IZ H DLQ BANAHOWYH PRO- STRANSTW X IMEET MESTO DWOJSTWENNAQ SITUACIQ. kma {V^j }^∞_{j=0} USTANA- WLIWAET WSPLESK-PROEKCI@ PROSTRANSTWA (^∘X)^∗ NA PROSTRANSTWA {P^j }^∞_{j=0} I OPREDELQET WSPLESK-PROSTRANSTWA {Q^j }^∞_{j=0}. —TO UTWERVDENIE OSTAETSQ TAKVE W SILE I DLQ KWAZIBANAHOWA PROSTRANSTWA X. w SAMOM DELE, ESLI

{V^j } OBRAZUET kma KWAZIBANAHOWA PROSTRANSTWA X ⊂ Y^{def}= X^{∘∗∘∗}, TO

WSE NE^ETNYE GARMONIKI FUNKCII v^1 OTLI^NY OT NULQ. zNA^IT, SOGLASNO tEOREME 2 {V^j } OBRAZU@T kma BANAHOWA PROSTRANSTWA Y . oDNAKO kma KWAZIBANAHOWA PROSTRANSTWA X NE OPREDELQ@T WSE WOZMOVNYE WSPLESK- PROEKCII NA kma {P^j } PROSTRANSTWA (^∘X)^∗.

tEOREMA 3. pUSTX {V^j }^∞_{j=0} — PROIZWOLXNYJ kma PROSTRANSTWA

X ∈ H, kma {P^j }^∞_{j=0} PROSTRANSTWA (^∘X)^∗ OPREDELQET WSPLESK-PROEKCI@,

{W^j }^∞_{j=0} — SOOTWETSTWU@]IE WSPLESK-PROSTRANSTWA. tOGDA NAJDETSQ TAKOJ NABOR FUNKCIJ {ψ^j }^∞_{j=0}, ^TO KOMPONENTY WEKTOROW ⃗ψ^l OBRAZU@T BAZISY PROSTRANSTW W^l. kROME TOGO, DLQ L@BYH j_1, j_2, 0 ≤ j_1 < j_2 IMEEM

ψ^{j1} (J_2x/J_1) = J2/J1−1 ∑ k=0 ψ^{j2} (x + 2πkJ_1/J_2).

sLEDSTWIE. zAFIKSIRUEM j_0 > 0. eSLI PRI USLOWIQH tEOREMY 3 ψ^j UDOWLETWORQET MAS[TABIRU@]EMU URAWNENI@

ψ^j (x) = 2J0−1∑

n=0 b_nφ^{j+1}(x − 2πn/2J), PRI j = j_0, TO ψ^j UDOWLETWORQ@T EMU DLQ WSEH j ≤ j_0.

uKAVEM ODIN IZ SPOSOBOW NAHOVDENIQ FUNKCIJ ψ^j . pUSTX^⃗ξ^n — BAZIS SDWIGOW PROSTRANSTWA P^n DWOJSTWENNOGO kma. wWEDEM OBOZNA^ENIQ γ_m = ⟨φ^{n+1}(• − 2πm/2N), ξ^n(•)⟩, m = 0, 1, . . . , 2N − 1. tEOREMA 4. pUSTX

ψ^n(• + 2π/2N) = 2N−1∑

m=0 (−1)^mγ_mφ^{n+1}(• + 2πm/2N). (3)

tOGDA SISTEMA FUNKCIJ {ψ^n(•−2πm/N)}^{N−1}_{m=0} OBRAZUET BAZIS PROSTRAN- STWA W^n.

sOOTNO[ENIE (3) NAPOMINAET HORO[O IZWESTNU@ FORMULU PREDSTAW- LENIQ FUNKCII ψ^n ^EREZ KOMPONENTY WEKTORA ⃗φ^{n+1} S ORTOGONALXNYMI KOMPONENTAMI (SM., [D1],[D2]). fAKTI^ESKI (3) UTO^NQET SMYSL KO“FFI- CIENTOW. eE ANALOG DLQ kma PROSTRANSTWA L^2 (R) POLU^EN W [CDF].

sOGLASNO OPREDELENI@ kma L@BOJ “LEMENT f PROSTRANSTWA X = X^∘ MOVET BYTX PRIBLIVEN S PROIZWOLXNOJ ZADANNOJ TO^NOSTX@ “LEMENTA- MI PROSTRANSTW, OBRAZU@]IH EGO kma. w SLU^AE VE, KOGDA DLQ DAN- NOGO kma ZADANA WSPLESK-PROEKCIQ, PROEKCII f NA SOOTWETSTWU@]IE PROSTRANSTWA OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO I MOGUT OKAZATXSQ SOWSEM NE OP- TIMALXNYM WYBOROM S TO^KI ZRENIQ ZADA^ TEORII APPROKSIMACII.

pRINCIPIALXNYM WOPROSOM, SWQZANNYM SO WSPLESK-PROEKCIQMI, QWLQ- ETSQ WOPROS O WOZMOVNOSTI APPROKSIMACII PROIZWOLXNOJ FUNKCII S NAPE- RED ZADANNOJ TO^NOSTX@ EE WSPLESK-PROEKCIQMI. k SOVALENI@ “TA ZADA^A DALEKA OT SWOEGO POLNOGO RE[ENIQ. mY DAEM ZDESX OTWET NA POSTAWLEN- NYJ WOPROS W SAMOM PROSTEJ[EM SLU^AE X = ℓ^p, 1 ≤ p ≤ ∞, GDE

‖ f | ℓ^p ‖^{def}= (_{+∞} ∑ n=−∞ |f̂ |^p )_{1/p} . kAK OBY^NO, POLAGAEM q = p/(p − 1) PRI p > 1; q = ∞ PRI p = 1.

tEOREMA 5. pUSTX {P_j }^∞_{j=0} USTANAWLIWAET WSPLESK-PROEKCI@ NA kma

{V^j }^∞_{j=0} PROSTRANSTWA ℓ^p, 1 ≤ p < ∞. l@BOE RASPREDELENIE IZ ℓ^p MO- VET BYTX PRIBLIVENO S PROIZWOLXNOJ TO^NOSTX@ SWOIMI PROEKCIQMI NA V^j TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA MNOVESTWO ^ISEL { {Δ_{nj} }^{J−1}_{n=0} }_∞ j=0 def= { ‖ p^j_n | ℓ^q ‖ · ‖ v^j_n | ℓ^p ‖ ⟨v^j_n, p^j_n⟩ }_{J−1} n=0

∞

j=0 OGRANI^ENO.

zAME^ANIE. pOSKOLXKU (ℓ^∞)^{∘ def}= c_0 ≠ (ℓ^∞)^∘, GDE

c_0 = {f ∈ D | f̂ (n) → 0, KOGDA n → ±∞},

TO tEOREMA 5 OSTAETSQ W SILE LI[X DLQ c0, A NE DLQ ℓ^∞.

§10. pERIODI^ESKIE DISKRETNYE WSPLESKI.

mY W §7 UVÉ GOWORILI, ^TO POSLE TOGO KAK MY PRINQLI RE[ENIE O WY- BORE PROSTRANSTWA V^j I NA[LI PROEKCI@ (ILI DRUGOE OTOBRAVENIE) NA NEGO FUNKCII f W NA[EM RASPORQVENII OKAVETSQ NABOR KO“FFICIENTOW. pRI^EM W SLU^AE PERIODI^ESKOGO kma IH KOLI^ESTWO BUDET RAWNO STE- PENI DWOJKI. pO“TOMU IMEET SMYSL ”ZABYTX” NA WREMQ O PROISHOVDENII FUNKCII I DEJSTWOWATX W RAMKAH TEORII DISKRETNYH WSPLESKOW, POLNOE POSTROENIE KOTOROJ W PERIODI^ESKOM SLU^AE MY ZDESX I PRIWODIM. mY OPUSKAEM WSE DOKAZATELXSTWA. iH MOVNO NAJTI W [p2].

pUSTX N = 2^n, GDE n ∈ N. mY BUDEM RASSMATRIWATX PROSTRANSTWO N-PERIODI^ESKIH KOMPLEKSNOZNA^NYH FUNKCIJ CELO^ISLENNOGO ARGUMEN- TA. dANNOE PROSTRANSTWO MY OBOZNA^IM ^EREZ^~C^N . mY POSTROIM TEORI@ kma {V^j }^n_{j=0} I RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM V^0 ⊕ W^0 ⊕ . . . ⊕ W^{n−1} PRO- STRANSTWA^~C^N . w DALXNEJ[EM (SM. §§12, 15, 16, 20, 21) BUDUT POSTROENY “KONOMI^NYE ^ISLENNYE ALGORITMY DEKOMPOZICII I REKONSTRUKCII PE- RIODI^ESKIH FUNKCII DISKRETNOGO ARGUMENTA.

pRI POSTROENII kma PROSTRANSTWA N-PERIODI^ESKIH FUNKCIJ DIS- KRETNOGO ARGUMENTA POQWLQ@TSQ SPECIFI^ESKIE PROBLEMY, KOTORYE NE MOGLI WOZNIKNUTX PRI RASSMOTRENII WSPLESKOW NA R. pERE^ISLIM NEKO- TORYE IZ NIH.

iZNA^ALXNO NEPONQTNO, KAK PONIMATX RASTQVENIE (NAPRIMER, W 2 RA- ZA) ARGUMENTA FUNKCII, POSKOLXKU W “TOM SLU^AE FUNKCIQ OKAZYWAETSQ

NEOPREDELENNOJ W PROMEVUTO^NYH TO^KAH. nAPROTIW, PRI SVATII AR- GUMENTA POQWQTSQ ”LI[NIE” TO^KI. pOROVDA@TSQ LI BAZISY WSEH OBRA- ZU@]IH kma PROSTRANSTW SDWIGAMI I RASTQVENIQMI ODNOJ FUNKCII? oTWET NA “TOT WOPROS STANOWITSQ E]E BOLEE NEO^EWIDNYM, ESLI WSPOM- NITX, ^TO MY RASSMATRIWAEM PERIODI^ESKIJ SLU^AJ. sLEDOWATELXNO, MY POLU^IM 2N-PERIODI^ESKU@ FUNKCI@, KOTORAQ E]E NUVDAETSQ W PERIODI- ZACII. pREDSTAWLQETSQ TAKVE WAVNYM, ^TOBY KAVDYJ kma ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWALSQ PO L@BOMU IZ POROVDA@]IH EGO PROSTRANSTW V^j , KAK “TO IMEET MESTO DLQ kma PROSTRANSTWA L^2 (R).

wSE “TI PROBLEMY NAHODQT UDOWLETWORITELXNOE RE[ENIE W RAMKAH PRED- LAGAEMOJ NIVE TEORII.

w TO VE WREMQ, NA NA[ WZGLQD, SU]ESTWUET PO KRAJNEJ MERE DWA WOZ- MOVNYH PODHODA K OPREDELENI@ PROSTRANSTW WSPLESKOW, ASSOCIIROWAN- NYH S FIKSIROWANNYM kma. —TI OPREDELENIQ PRIWODQT, WOOB]E GOWORQ, K RAZNYM OB˙EKTAM.

pERWYJ PODHOD PREDUSMATRIWAET OPREDELENIE PROSTRANSTWA WSPLESKOW

W^j KAK ORTOGONALXNOGO DOPOLNENIQ PROSTRANSTWA V^j DO PROSTRANSTWA

V^{j+1}. pRI WSEJ ESTESTWENNOSTI TAKOGO OPREDELENIQ OKAZYWAETSQ, ^TO

“TOT NABOR WSPLESK-PROSTRANSTW NE UDOWLETWORQET NEKOTORYM ESTESTWEN- NYM S TO^KI ZRENIQ WSPLESK-ANALIZA PROSTRANSTWA L^2 (R) SWOJSTWAM. nA- PRIMER, W REZULXTATE ”RASTQVENIQ” ARGUMENTA FUNKCII PROSTRANSTWA

W^{j+1} MOVET POLU^ITXSQ FUNKCIQ, NE PRINADLEVA]AQ PROSTRANSTWU W^j .

sU]ESTWU@T I DRUGIE PRI^INY, KOTORYE ZASTAWILI NAS RASSMOTRETX E]E ODIN PODHOD K WSPLESKAM. oDNA IZ “TIH PRI^IN — SU]ESTWOWANIE “KO- NOMI^NYH ALGORITMOW, W TOM ^ISLE ALGORITMOW, PODDA@]IHSQ RASPARAL- LELIWANI@. pROSTRANSTWA W^j , POLU^A@]IESQ PRI WTOROM PODHODE, NE QWLQ@TSQ WZAIMNO NEORTOGONALXNYMI. oDNAKO NEORTOGONALXNOSTX NE QW- LQETSQ NEDOSTATKOM KONSTRUKCII, POSKOLXKU DISKRETIZACIQ ORTOGONALX- NYH BAZISOW (SOSTOQ]IH IZ NEPRERYWNYH FUNKCIJ) kma PROSTRANSTWA L^2 (R) WEDET, WOOB]E GOWORQ, KAK K NARU[ENI@ ORTOGONALXNOSTI MEVDU “LEMENTAMI, TAK I MEVDU SAMIMI PROSTRANSTWAMI W^j .

pROSTRANSTWA V^j , POROVDA@]IE kma, I WSPLESK-PROSTRANSTWA W^j (DLQ OBOIH OPREDELENIJ) INWARIANTNY OTNOSITELXNO SDWIGOW ARGUMENTA NA N/J = 2^{n−j} . pO“TOMU NE QWLQETSQ NEOVIDANNOSTX@, ^TO, KAK I DLQ PROSTRANSTW FUNKCIJ NEPRERYWNOGO ARGUMENTA, W “TIH PROSTRANSTWAH WAVNU@ ROLX IGRA@T ORTOGONALXNYE BAZISY, SOSTOQ]IE IZ SOBSTWENNYH WEKTOROW OPERATORA (N/J)-SDWIGA, T. E. W NA[EJ TERMINOLOGII — BAZI- SY wINERA. fAKTI^ESKI OPERATOR PEREHODA K “TIM BAZISAM IGRAET TU VE

ROLX, ^TO I OPERATOR DISKRETNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE W PROSTRANSTWE C̃^N , A KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ IGRA@T ROLX SPEKTRA. dOKAZATELXST- WA BOLX[INSTWA PRIWODIMYH NIVE UTWERVDENIJ PRO]E WSEGO PROWODITX, POSLE PEREHODA K DANNOMU BAZISU.

w PROSTRANSTWE^~C^N BUDEM RASSMATRIWATX ESTESTWENNOE SKALQRNOE PRO- IZWEDENIE ⟨f, g⟩ = ⟨f(•), g(•)⟩ = N−1∑ j=0 f(j)ḡ(j). dLQ MATRICY C (ILI DLQ WEKTORA) OPERACIQ * BUDET OZNA^ATX TRANS- PONIROWANIE I KOMPLEKSNOE SOPRQVENIE, T.E. C^∗ =^¯C^T . pRI “TOM, ZA- PISX C = ⟨A(•), B(•)⟩, GDE A I B — FUNKCIONALXNYE MATRICY ILI WEKTORY, OZNA^AET, ^TO SNA^ALA WYPOLNQETSQ UMNOVENIE MATRICY A(•) NA MATRICU B^T (•), A ZATEM WY^ISLQETSQ SKALQRNOE PROIZWEDENIE, T.E. c_{km} = ∑ l⟨a_{kl}(•), b_{ml}(•)⟩. kROME TOGO, NAM W DALXNEJ[EM BUDET UDOBNO

NUMEROWATX “LEMENTY MATRIC I WEKTOROW, NA^INAQ S NULQ, A NE S EDINI- CY. eSLI NE OGOWORENO PROTIWNOE, DALEE BUDEM PO-PREVNEMU POLAGATX

N = 2^n, J = 2^j , L = 2^l I T.D.

mY BUDEM POLXZOWATXSQ WEKTORNO-MATRI^NOJ FORMOJ ZAPISI DLQ OPE- RATOROW SWERTKI I IH OBOB]ENIJ. wOZNIKA@]IE PRI “TOM MATRICY OPE- RATOROW QWLQ@TSQ LIBO CIRKULQNTNYMI RAZMERA K ×K, KOGDA IH “LEMEN- TY MOGUT BYTX WYRAVENY FORMULOJ aij = f(j − i), GDE f(•) ∈^~C^K , LIBO PRQMOUGOLXNYMI RAZMERA K × 2K OBOB]ENNO CIRKULQNTNYMI S DWOJNYM SDWIGOM, T.E., KOGDA aij = f(j − 2i), f(•) ∈^~C^{2K} , A TAKVE TRANSPONIROWAN- NYMI K NIM.

oPREDELENIE 1. pOSLEDOWATELXNOSTX LINEJNYH PROSTRANSTW {V^j }^n_{j=0} NAZYWAETSQ KRATNO-MAS[TABNYJ ANALIZOM PROSTRANSTWA^~C^N , ESLI ONA UDOWLETWORQET SLEDU@]IM USLOWIQM:

1) V^0 ⊂ V^1 ⊂ . . . ⊂ V^j ⊂ . . . ⊂ V^n = C̃^N ; dim V^j = 2^j , j = 0, 1, 2, . . . , n;

2) A) V^0 SOSTOIT IZ KONSTANT;

B) ESLI f(•) ∈ V^j , TO g(•) = f(2•) ∈ V^{j+1};

W) ESLI f(•) ∈ V^{j+1}, TO NAJDETSQ TAKAQ FUNKCIQ g(•) ∈ V^j , ^TO g(2•) = f(•) + f(• + N/2); G) pROSTRANSTWA V^j INWARIANTNY OTNOSITELXNO SDWIGA ARGUMENTA NA

2^{n−j} , j = 0, 1, 2, . . . , n, T.E. DLQ L@BOJ FUNKCII f IZ V^j DLQ L@BOGO k ∈ Z

IMEEM f(• + k2^{n−j} ) ∈ V^j .

D) dLQ L@BOGO j, 1 ≤ j < n, KAVDAQ FUNKCIQ f ∈ V^{j+1} MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE f(•) = f1(•) + f2(• + k2^{n−j−1}) + f3(2•), GDE k ∈ N,

f_1, f_2, f_3 ∈ V^j .

zAME^ANIE. zA ISKL@^ENIEM USLOWIQ 2D), WSE OSTALXNYE USLOWIQ oP- REDELENIQ 1 SHODNY S UVE WSTRE^AW[IMISQ W LITERATURE PO PERIODI^ES- KIM WSPLESKAM S NEPRERYWNYM ARGUMENTOM (SM., NAPRIMER, [PB]). pOQWLE- NIE USLOWIQ 2D) OBUSLOWLENO TEM, ^TO MY HOTELI, ^TOBY kma ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWALSQ PO L@BOMU IZ PROSTRANSTW V^j , A OSTALXNYE USLOWIQ NE MOGUT GARANTIROWATX “TOGO SWOJSTWA. w PREDYDU]EM PARAGRAFE MY UVÉ UPOMINALI PRIMERY kma, NE OBLADA@]IE DANNYM SWOJSTWOM.

pUSTX φ^l ∈ V^l, TOGDA ^EREZ ⃗φ^l OBOZNA^IM WEKTOR-FUNKCI@ ⃗φ^l(•) = ( φ^l(•), φ^l(• − N/L), . . . , φ^l(• − (L − 1)N/L) )_T , l = 0, 1, 2, . . . , n. tEOREMA 1. pUSTX {V^j }^n_{j=0} — PROIZWOLXNYJ kma PROSTRANSTWA C̃^N . tOGDA DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO l, 0 ≤ l ≤ n, I L@BOJ FUNKCII

φ^l, DLQ KOTOROJ KOMPONENTY WEKTORA ⃗φ^l OBRAZU@T BAZIS PROSTRANSTWA

V^l, NAJDETSQ NABOR FUNKCIJ φ^j ∈ V^j , 0 ≤ j ≤ n, DLQ KOTORYH KOM- PONENTY WEKTOROW ⃗φ^j OBRAZU@T BAZISY PROSTRANSTW V^j , PRI^EM DLQ L@BYH j_1, j_2, 0 ≤ j_1 < j_2 ≤ n, IMEEM

φ^{j1} (J_2m/J_1) = J2/J1−1 ∑ k=0 φ^{j2} (m + kNJ_1/J_2). (1)

fUNKCII φ^j PRI j < l < n OPREDELQ@TSQ PO FUNKCII φ^l ODNOZNA^NO.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY 1, OPIRAETSQ NA NEKOTORYE WAVNYE SAMI PO SEBE WSPOMOGATELXNYE UTWERVDENIQ. pREVDE ^EM IH SFORMULIROWATX, WWEDEM NEOBHODIMYE OBOZNA^ENIQ.

dLQ FIKSIROWANNOGO J POLAGAEM ωJ = exp (2πi/J), FJ — MATRICA dpf (EE “LEMENTY OPREDELQ@TSQ SOOTNO[ENIEM Flk = ω^{−lk}_J , l = 0,1, . . . , J −

1, k = 0, 1, . . . , J − 1). w SLU^AE, KOGDA NE MOVET WOZNIKNUTX SOMNENIJ

W RAZMERNOSTI RASSMATRIWAEMYH PROSTRANSTW, INDEKS J BUDEM OPUSKATX. mATRICA OBRATNOGO DISKRETNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE (odpf) MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE F^∗_J /J. ~EREZ eJ,k MY BUDEM OBOZNA^ATX FUNKCII

e_{J,k}(m) = ω^{km}_J , k = 0, 1, 2, . . . , J − 1. kAK IZWESTNO, “TI FUNKCII OB-

RAZU@T BAZIS PROSTRANSTWA^~C^J , A IH SUVENIQ NA PERIOD [0, J) QWLQ@TSQ

STOLBCAMI (I STROKAMI) MATRICY F^∗_J . fUNKCII eN,k(•) MY BUDEM NA- ZYWATX GARMONIKAMI. dLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f(•) ∈^~C^N ^EREZ^^f (•), KAK OBY^NO, BUDEM OBOZNA^ATX EE SPEKTR (dpf)

f̂ (k) =^{N−1} ∑ m=0 f(•)ω^{−mk}_N , k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. lEMMA 1. pUSTX h(•) ∈^~C^N , ⃗h(•)^{def}= (h(•), h(• − N/J), . . . , h(• − (J − 1)N/J))^T , I ⃗η(•)^{def}= F^∗_J ⃗h(•)/J. tOGDA RAZMERNOSTX LINEJNOJ OBOLO^KI KOMPONENT WEKTORA ⃗h(•) SOWPADAET S KOLI^ESTWOM NENULEWYH KOMPONENT WEKTORA ⃗η(•). oTLI^NYE OT TOVDESTWENNOGO NULQ KOMPONENTY WEKTORA ⃗η(•) WZAIMNOORTOGONALXNY I MOGUT BYTX WY^ISLENY TAKVE PO FORMULAM

η_k(•) = 1 N N/J−1 ∑ m=0 ĥ(k+Jm) exp(2πi(k+Jm)•/N), k = 0, 1, . . . , J −1. (2)

sLEDSTWIE. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ lEMMY 1, I g(•) ∈^~C^N . tOGDA LINEJNAQ OBOLO^KA KOMPONENT WEKTORA ⃗g(•) = (g(•), g(• − N/J), . . . , g(• − (J − 1)N/J))^T SOWPADAET S LINEJNOJ OBOLO^KOJ KOMPONENT WEKTORA ⃗h W TOM I TOLX- KO TOM SLU^AE, KOGDA g(•) QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ NENULEWYH KOMPONENT WEKTORA ⃗η(•) S NENULEWYMI KO“FFICIENTAMI.

tAKIM OBRAZOM, ESLI PROSTRANSTWO V ⊂^~C^N QWLQETSQ LINEJNOJ OBO- LO^KOJ KOMPONENT WEKTORA^⃗h(•) I dim V = J, TO W V SU]ESTWUET BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ “LEMENTOW WIDA (2), IME@]IH NEPERESEKA@]IESQ NOSITELI SPEKTROW I POTOMU WZAIMNO ORTOGONALXNYH. kROME TOGO, ON UDOWLETWORQ- ET SLEDU@]EMU OPREDELENI@.

oPREDELENIE 2. sOWOKUPNOSTX FUNKCIJ f_0, f_1, . . . , f_{J−1} LINEJNOGO PRO- STRANSTWA V ⊂^~C^N NAZYWAETSQ BAZISOM wINERA PROSTRANSTWA V , ESLI DLQ NEE SPRAWEDLIW DISKRETNO-PERIODI^ESKIJ ANALOG TEOREMY wINERA: fUNK- CII {g(•−kN/J)}^{J−1}_{k=0} OBRAZU@T BAZIS PROSTRANSTWA V W TOM I TOLXKO TOM

SLU^AE, KOGDA g PREDSTAWIMA W WIDE g =^{∑J−1}_{k=0} αkfk, GDE WSE αk OTLI^NY OT NULQ.

qSNO, ^TO “TOT BAZIS EDINSTWENEN S TO^NOSTX@ DO UMNOVENIQ EGO “LE- MENTOW NA NENULEWYE MNOVITELI I PERESTANOWKI “LEMENTOW. w TO VE WREMQ, SOGLASNO FORMULE (2) W NEM SU]ESTWUET ESTESTWENNAQ NUMERA- CIQ W SOOTWETSTWII S TEMI KOMPONENTAMI SPEKTRA, KOTORYE WHODQT W EGO “LEMENTY, T.E. W RAZLOVENII FUNKCIJ ηk(•), 0 ≤ k < J, PO BAZISU

{e_{N,l}}^{N−1}_{l=0} OTLI^NY OT NULQ LI[X KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ S NOMERAMI WIDA l = k + Jm, m = 0, 1, 2, . . . , N/J − 1. mY POLU^ILI BAZIS wINERA KAK OBRAZ KOMPONENT WEKTORA^⃗h PRI odpf. oDNAKO BAZIS wINERA W SOOTWETSTWII S FORMULOJ (2) MOVNO WWODITX KAK PERWI^NOE PONQTIE. sU]ESTWOWANIE BAZISA wINERA NEOBHODIMO I DO- STATO^NO DLQ SU]ESTWOWANIQ FUNKCII g, ^EJ WEKTOR SDWIGOW ⃗g QWLQETSQ BAZISOM PROSTRANSTWA V .

kAK I W SLU^AE FUNKCIJ NEPRERYWNOGO ARGUMENTA, KOMPONENTY BAZISA wINERA QWLQ@TSQ SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI OPERATORA (N/J)-SDWIGA. pO “TOJ PRI^INE KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNKCII PO BAZISU wINERA MOV- NO W OPREDELENNOM SMYSLE S^ITATX EE SPEKTROM. w ^ASTNOSTI, W PROSTRAN- STWE V S BAZISOM wINERA SPRAWEDLIWA TEOREMA O SWERTKE: sPEKTR SWERT- KI (SO SDWIGOM N/J) FUNKCIJ RAWEN POTO^E^NOMU PROIZWEDENI@ SPEKTROW “TIH FUNKCIJ.

lEMMA 2. dLQ PROIZWOLXNOGO kma PROSTRANSTWA^~C^N W KAVDOM IZ PROSTRANSTW V^j SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ φ^j , ^TO MNOVESTWO FUNK- CIJ {φ^j (• − kN/J)}^{J−1}_{k=0} — BAZIS PROSTRANSTWA V^j . pO L@BOMU IZ PRO- STRANSTW V^j kma WOSSTANAWLIWAETSQ ODNOZNA^NO.

pUSTX FUNKCII φ I ϕ TAKOWY, ^TO NABORY FUNKCIJ {φ(• − kN/J)}^{J−1}_{k=0} I {ϕ(• − kN/J)}^{J−1}_{k=0} QWLQ@TSQ BIORTOGONALXNYMI BAZISAMI PROSTRANSTWA

V^j (T.E. (⃗φ, ⃗ϕ) — EDINI^NAQ MATRICA), TOGDA FUNKCII φ I ϕ NAZYWA@TSQ

DWOJSTWENNYMI. sLEDU@]EE UTWERVDENIE DLQ SLU^AQ SPLAJN-kma BYLO POLU^ENO w.a.vELUDEWYM [v3].

lEMMA 3. pUSTX {V^j }^n_{j=0} PROIZWOLXNYJ kma. w KAVDOM IZ PRO- STRANSTW V^j BAZIS wINERA {v^j_k}^{J−1}_{k=0} WYBRAN ISHODQ IZ NORMIRU@]EGO USLOWIQ N/J−1 ∑ m=0 | v̂^j_k(k + mJ) |^2= 1.

tOGDA DLQ TOGO ^TOBY FUNKCII φ, ϕ ∈ V^j BYLI DWOJSTWENNYMI, NEOB- HODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY KO“FFICIENTY RAZLOVENIJ φ(•) = J−1∑ k=0 α_kv^j_k(•), ϕ(•) = J−1∑ k=0 β_kv^j_k(•) UDOWLETWORQLI RAWENSTWAM α_0β̄_0 = α_1β̄_1 = . . . = α_{J−1}β̄_{J−1} = 1/J. w ^ASTNOSTI, φ POROVDAET ORTOGONALXNYJ BAZIS TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA |α_0| = |α_1| = . . . = |α_{J−1}| ≠ 0.

zAME^ANIE. o^EWIDNO, ESLI K USLOWI@ NORMIROWKI BAZISA wINERA IZ lEMMY 3 DOBAWITX USLOWIE v̂^j_k(k) > 0, k = 0, 1, . . . , J − 1, TO WYBOR BAZISA wINERA STANOWITSQ ODNOZNA^NYM.

lEMMA 4. pUSTX {V^j }^n_{j=0} — PROIZWOLXNYJ kma. tOGDA DLQ L@BOGO j INTERPOLQCIONNAQ ZADA^A NA PROREVENNOJ SETKE x_k = kN/J ODNOZNA^NO RAZRE[IMA W PROSTRANSTWE V^j , T.E. DLQ L@BOGO NABORA ^ISEL {a_k}^{J−1}_{k=0} SU]ESTWUET EDINSTWENNAQ FUNKCIQ λ ∈ V^j TAKAQ, ^TO λ(x_k) = a_k.

lEMMA 5. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ {φ^j }^n_{j=1} TAKOWA, ^TO SPRAWEDLIWY RAWENSTWA (1.1), I KOMPONENTY WEKTOROW ⃗φ^j OBRAZU@T BA- ZISY PROSTRANSTW V^j . tOGDA NAJDUTSQ TAKIE, NE ZAWISQ]IE OT j ^ISLA {a_k}^{N−1}_{k=0} , ^TO DLQ L@BOGO j, 0 < j ≤ N, IMEEM

φ^{j−1}(•) = N−1∑ k=0 a_kφ^j (• − kN/J). (3)

zAME^ANIE. wWIDU N-PERIODI^NOSTI FUNKCIJ φ^j POSLEDNEE RAWENST- WO MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

φ^{j−1}(•) = J−1∑ k=0

N/J−1 ∑ m=0 a_{k+mJ} φ^j (• − kN/J). iZ LEMMY 5, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO L@BOJ kma PROSTRANSTWA^~C^N NE TOLXKO ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ FUNKCIEJ φ^n I POSLEDOWATELXNOSTX@

{a_k}, OPREDELQ@]EJ PEREHOD OT BAZISA ⃗φ^n K BAZISU ⃗φ^{n−1}, NO I MOVET BYTX

WOSSTANOWLEN PO PROSTOJ I ODNORODNOJ DLQ WSEH j FORMULE (3).

tAKIM OBRAZOM, DLQ DISKRETNOGO PERIODI^ESKOGO SLU^AQ IMEET MESTO TEORIQ kma, SHODNAQ WO MNOGOM S kma PROSTRANSTWA L^2 (R). w ^ASTNOS- TI, L@BOJ kma POROVDAETSQ SDWIGAMI I RASTQVENIQMI ODNOJ FUNKCII.

sOGLASNO LEMME 2 kma MOVET BYTX WOSSTANOWLEN PO L@BOMU IZ PRO- STRANSTW V^j . w ^ASTNOSTI, ON MOVET BYTX WOSSTANOWLEN PO PROSTRAN- STWU V^1, KOTOROE, W SWO@ O^EREDX, OPREDELQETSQ SWOIM BAZISOM wINERA. mOVNO DOKAZATX, ^TO BAZIS wINERA PROSTRANSTWA V^1 SOSTOIT IZ FUNKCII

v^1_0 (•) ≡ const ≠ 0 I FUNKCII v^1 (•), W SPEKTRE KOTOROJ PRISUTSTWU@T

LI[X NE^ETNYE GARMONIKI. rAZLI^NYJ, S TO^NOSTX@ DO OB]EGO KO“FFI- CIENTA PROPORCIONALXNOSTI, WYBOR KO“FFICIENTOW v̂^1 (2k + 1)^{def}= ak, 0 ≤

k < N/2, PRI “TIH GARMONIKAH DAET RAZLI^NYE kma. nAM OSTAETSQ

TOLXKO OPREDELITX DOPUSTIMYE NABORY KO“FFICIENTOW. sPRAWEDLIWA

tEOREMA 2. pOSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL {a_k}^{N/2−1}_{k=0} QWLQETSQ DOPUS- TIMOJ, ESLI 2^p−1∑

k=0 a_{m+kN/2}p+1 ≠ 0, 0 ≤ m < N/2^{p+1}, p = 0, 1, 2, . . . , n − 1, I TOLXKO W “TOM SLU^AE.

oPREDELIM TEPERX PROSTRANSTWA WSPLESKOW TRADICIONNYM SPOSOBOM. pUSTX {V^j }^n_{j=0} PROIZWOLXNYJ kma PROSTRANSTWA^~C^N . pROSTRANSTWOM WSPLESKOW W^j BUDEM NAZYWATX ORTOGONALXNOE DOPOLNENIE PROSTRANSTWA

V^j DO PROSTRANSTWA V^{j+1}. tAKIM OBRAZOM, PROSTRANSTWO C̃^N MOVNO PRED-

STAWITX W WIDE ORTOGONALXNOJ SUMMY

C̃^N = V^0 ⊕ W^0 ⊕ W^1 ⊕ · · · ⊕ W^{n−1},

KOTORAQ W NA[EM SLU^AE QWLQETSQ E]E I ORTOGONALXNOJ.

dLQ TOGO ^TOBY POKAZATX, ^TO W KAVDOM IZ PROSTRANSTW WSPLESKOW NAJ- DETSQ FUNKCIQ, ^XI SOOTWETSTWU@]IE SDWIGI OBRAZU@T BAZIS, POKAVEM SU]ESTWOWANIE W KAVDOM IZ PROSTRANSTW BAZISOW W^j BAZISOW wINERA. pO- SKOLXKU DLQ KAVDOGO k = 1, 2, ..., 2^j − 1 DLQ NEKOTORYH α I β SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

v^j_k = αv^{j+1}_k + βv^{j+1}_{k+J} , (4)

TO W KA^ESTWE “LEMENTOW BAZISA wINERA MOVNO WZQTX FUNKCII

w^j_k = β̄v^{j+1}_k ‖v^{j+1}_{k+J} ‖^2 − ᾱv^{j+1}_{k+J} ‖v^{j+1}_k ‖^2

I FUNKCI@ w^j_J = v^{j+1}_J . w DALXNEJ[EM BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO “LEMEN- TY BAZISOW wINERA W PROSTRANSTWAH V^j IME@T EDINI^NU@ NORMU, TOGDA POSLEDNQQ FORMULA ZAPISYWAETSQ W WIDE

w^j_k = β̄v^{j+1}_k − ᾱv^{j+1}_{k+J} . (5)

pRI “TOM SOGLASNO (4) |α|^2 + |β|^2 = 1, T.E. POLU^IM ORTONORMIROWANNOSTX “LEMENTOW BAZISA wINERA PROSTRANSTW W^j . wZAIMNAQ ORTOGONALXNOSTX FUNKCIJ w^j_k I IH ORTOGONALXNOSTX PROSTRANSTWU V^j O^EWIDNY. zAMETIM, ^TO NUMERACI@ “TIH FUNKCIJ MY NA^INAEM NE S NULQ, A S EDINICY, PO- SKOLXKU PRI ESTESTWENNOJ NUMERACII “LEMENTOW BAZISA wINERA OKAZYWA- ETSQ, ^TO GARMONIKA S NOMEROM, RAWNYM NIVNEMU INDEKSU, PRISUTSTWUET W SPEKTRE FUNKCII. nULEWAQ VE GARMONIKA PRISUTSTWUET LI[X W PRO- STRANSTWE V^0. wPRO^EM, “TO NESU]ESTWENNO, POSKOLXKU W DALXNEJ[EM ESTESTWENNO S^ITATX, ^TO w^j_{k+J} ≡ w^j_k.

rASSMOTRIM TEPERX BAZISY W PROSTRANSTWE WSPLESKOW, SOSTOQ]IE IZ SDWIGOW ODNOJ FUNKCII, KOTORYE OBY^NO QWLQ@TSQ ISHODNYMI PRI WWE- DENII PROSTRANSTW WSPLESKOW.

mY UVE ZNAEM, ^TO L@BOJ TAKOJ BAZIS W PROSTRANSTWE W^j MOVET BYTX POSTROEN KAK LINEJNAQ KOMBINACIQ “LEMENTOW BAZISA wINERA S NENULE- WYMI KO“FFICIENTAMI. oDNAKO SU]ESTWUET DRUGOJ PODHOD, PRI KOTOROM NET NEOBHODIMOSTI ZNATX BAZISY wINERA.

pUSTX DWE FUNKCII φ^j I φ^{j+1} TAKOWY, ^TO NABORY SDWIGOW {φ^j (• − kN/J)}^{J−1}_{k=0} I {φ^{j+1}(• − kN/2J)}^{2J−1}_{k=0} QWLQ@TSQ BAZISAMI SOOTWETSTWENNO PROSTRANSTW V^j I V^{j+1}; λ_k^{def}= ⟨φ^j (•), φ^{j+1}(• − kN/2J))⟩. tEOREMA 3. pUSTX

ψ^j (m + N/2J) = 2J-1∑ n=0 (−1)^nλ̄_nφ^{j+1}(m + nN/2J). (6)

tOGDA SISTEMA FUNKCIJ {ψ^j (m − kN/J)}^{J−1}_{k=0} OBRAZUET BAZIS PROSTRAN- STWA W^j .

zAME^ANIE. fORMULA (6) PO WNE[NEMU WIDU SOWPADAET S HORO[O IZ- WESTNOJ DLQ kma PROSTRANSTWA L^2 (R) FORMULOJ RAZLOVENIQ FUNKCII ψ^j

PO BAZISU, SOSTOQ]EMU IZ KOMPONENT WEKTORA ⃗φ^{j+1}, PRI USLOWII, ^TO “TI KOMPONENTY OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS. fAKTI^ESKI, FORMULA (6) UTO^NQET SMYSL KO“FFICIENTOW. eE ANALOG DLQ WSPLESKOW W PROSTRAN- STWE L^2 (R) POLU^EN W [CDF].

tEPERX MY RASSMOTRIM E]E ODNO OPREDELENIE WSPLESK-PROSTRANSTW, GLAWNOE PREIMU]ESTWO KOTOROGO SOSTOIT W TOM, ^TO IMENNO ONO SOOTWET- STWUET ALGORITMAM RAZLOVENIQ PROSTRANSTW PERIODI^ESKIH RASPREDELE- NIJ S NEPRERYWNYM ARGUMENTOM.

dALEE ZNA^OK ⊕ OBOZNA^AET PRQMU@ (WOOB]E GOWORQ, NEORTOGONALXNU@) SUMMU LINEJNYH PROSTRANSTW.

oPREDELENIE 3. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX LINEJNYH PROSTRANSTW

{V^j }^n_{j=0} OBRAZUET kma PROSTRANSTWA C̃^N , φ^j , 0 < j ≤ n, — FUNKCII IZ

FORMULIROWKI TEOREMY 1, POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ {ψ^j }^{n−1}_{j=0} OPREDE- LENA PO FORMULE

ψ^j (•) = N−1∑ k=0 b_kφ^j (• − kN/J). bUDEM GOWORITX, ^TO PROSTRANSTWA {W^j }^{n−1}_{j=0} , OPREDELQEMYE KAK LINEJNYE OBOLO^KI KOMPONENT^⃗ψ^j , POROVDA@T WSPLESK-DEKOMPOZICI@ PROSTRANSTWA C̃^N , ESLI ONI UDOWLETWORQET USLOWI@

V^0 ⊕ W^0 ⊕ W^1 ⊕ . . . ⊕ W^{k−1} = V^k, k = 1, 2, ..., n.

oKAZYWAETSQ, ^TO DLQ TOGO ^TOBY PROSTRANSTWA {W^j }^{n−1}_{j=0} IZ oPREDE- LENIQ 3 POROVDALI WSPLESK-DEKOMPOZICI@ PROSTRANSTWA^~C^N , DOSTATO^NO WYPOLNENIQ LI[X USLOWIQ^~C^N = V^{n−1} ⊕ W^{n−1}.

§11. sPEKTRALXNYJ ASPEKT RAZLOVENIJ PO WSPLESKAM.

w §§9 I 10 MY WIDELI, KAKU@ ROLX IGRA@T PRI POSTROENII TEORII PE- RIODI^ESKIH kma BAZISY wINERA. kROME ^REZWY^AJNOJ IH POLEZNOSTI DLQ DOKAZATELXSTW (KAK RAZ “TOT ASPEKT NELXZQ DO KONCA PRO^UWSTWOWATX IZ KONSPEKTIWNOGO IZLOVENIQ W §9) ONI NESUT W SEBE O^ENX WAVNU@ SMYS- LOWU@ NAGRUZKU — ONI OBRAZU@T ORTOGONALXNYJ BAZIS, SOSTAWLENNYJ IZ SOBSTWENNYH WEKTOROW OPERATORA ESTESTWENNOGO W PROSTRANSTWE V^j ILI

W^j SDWIGA. oTS@DA WYTEKA@T WSE OSTALXNYE HORO[IE SWOJSTWA.

w DANNOM PARAGRAFE MY POPYTAEMSQ SDELATX NABROSOK WOZMOVNOGO PUTI WWEDENIQ PONQTIQ BAZISA wINERA DLQ PROSTRANSTW, SOSTAWLQ@]IH kma PROSTRANSTWA L^2(R). kROME TOGO MY POPYTAEMSQ WZGLQNUTX NA UVE UPOMQNUTYE I NEKOTORYE NOWYE REZULXTATY S TO^KI ZRENIQ PREDSTAWLE- NIQ FUNKCIJ W BAZISE wINERA.

zAMETIM, ^TO, ESLI W §§9 I 10 MY OPUSKALI DOKAZATELXSTWA, TO ZDESX WSE ^TO BUDET SKAZANO NOSIT HARAKTER PRAWDOPODOBNYH RASSUVDENIJ. tEM NE MENEE, NAM PREDSTAWLQETSQ WAVNYM WZGLQNUTX NA POSTROENIE kma IMENNO S “TOJ TO^KI ZRENIQ.

wERNEMSQ K PREDSTAWLENI@ (5.3) FUNKCII IZ V^1, NO DLQ UPRO]ENIQ ZAPISI PEREPI[EM EGO DLQ PROSTRANSTWA V^0. l@BAQ FUNKCIQ f ∈ V^0 PREDSTAWIMA LIBO W WIDE f(x) = ∑ n∈Z c_nφ(x − n), (1) LIBO W ^ASTOTNOJ OBLASTI W WIDE

f̂ (ω) = m_f (ω)φ̂(ω), (2)

GDE_m

f (ω) = ∑ n∈Z c_ne^{inω} . wYRAVENIE (1) QWLQETSQ DISKRETNOJ SWERTKOJ POSLEDOWATELXNOSTI {cn} S FUNKCIEJ f NEPRERYWNOGO ARGUMENTA. pO“TOMU QSNO, ^TO FORMULA (2) “TO OBY^NAQ TEOREMA O SWERTKE W KOMBINIROWANNOM WIDE, KOGDA POSLEDO- WATELXNOSTX SWERTYWAETSQ S FUNKCIEJ. eSTESTWENNO, SPEKTR (PREOBRAZO- WANIE fURXE) SWERTKI RAWEN PROIZWEDENI@ SPEKTROW POSLEDOWATELXNOSTI

{c_n} I FUNKCII f. nA[A ZADA^A POKAZATX, ^TO NA SAMOM DELE FUNKCIQ

m_f NE PROSTO QWLQETSQ PREOBRAZOWANIEM fURXE POSLEDOWATELXNOSTI KO-

“FFICIENTOW {cn}, NO I QWLQETSQ SPEKTROM FUNKCII f KAK “LEMENTA PROSTRANSTWA V^0 W GLUBINNOM PONIMANII “TOGO TERMINA.

pOQSNIM, ^TO MY IMEEM W WIDU. oBY^NO PONQTIQ SPEKTRA I PREOBRA- ZOWANIQ fURXE FUNKCII S^ITA@T SINONIMAMI. oDNAKO, NA NA[ WZGLQD, PREOBRAZOWANIE fURXE FUNKCII “TO WSEGO LI[X ODNA IZ ^ETYREH FORMUL, PRIMENQEMYH W ZAWISIMOSTI OT TOGO, GDE OPREDELENA FUNKCIQ: NA PRQ- MOJ, W CELO^ISLENNYH TO^KAH PRQMOJ, NA OKRUVNOSTI ILI NA DISKRETNOJ RAWNOMERNOJ SETKE TO^EK OKRUVNOSTI. pONQTIE VE SPEKTRA NESKOLXKO [IRE. pOD SPEKTROM “LEMENTA f INWARIANTNOGO OTNOSITELXNO SDWIGA τ PROSTRANSTWA S MY PONIMAEM ”KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ” “TOGO “LEMEN- TA PO ”BAZISU”, SOSTOQ]EMU IZ SOBSTWENNYH FUNKCIJ OPERATORA τ -SDWIGA.

mY ZDESX DWA RAZA WOSPOLXZOWALISX KAWY^KAMI, POSKOLXKU I KO“FFICI- ENTY RAZLOVENIQ, I BAZIS NUVNO PONIMATX W RAS[IRENNOM SMYSLE. nA- PRIMER, DLQ FUNKCII f IZ L^2 (R) IMEEM f(x) = 1 √ 2π ∫_∞ −∞ f̂ (ω)e^{iωx} dω. (3) w “TOM WYRAVENII FUNKCII e^{iωx} , ω ∈ R, IGRA@T ROLX BAZISA, ZNA^ENIQ PREOBRAZOWANIQ fURXE^^f MOVNO S^ITATX KO“FFICIENTAMI RAZLOVENIQ PO “TOMU BAZISU, A WMESTO SUMMY, OBY^NOJ PRI RAZLOVENII PO BAZISU, IS- POLXZOWAN INTEGRAL.

nAPOMNIM, ^TO W PRIWY^NOJ WSEM FORMULE (3) SKONCENTRIROWANO MNO- GO PROBLEM, SWQZANNYH S EE PONIMANIEM. gLAWNAQ IZ KOTORYH SOSTOIT W TOM, ^TO POD INTEGRALOM NAHODITSQ NESUMMIRUEMAQ FUNKCIQ. kROME TO- GO, HOTQ TRAKTOWKA FORMULY (3) KAK RAZLOVENIQ PO BAZISU I HORO[A, NO WOZNIKAET WOPROS, PO^EMU “LEMENTY BAZISA OKAZYWA@TSQ NE PRINADLEVA- ]IMI ISHODNOMU PROSTRANSTWU. rAZUMEETSQ, NAIBOLEE POLNYE OTWETY NA WSE “TI WOPROSY MOVNO DATX LI[X W RAMKAH TEORII OBOB]ENNYH FUNKCIJ.

tAK VE OBSTOIT DELO I SO SPEKTRALXNYM PREDSTAWLENIEM FUNKCIJ PRO- STRANSTWA V^0. w SAMOM “TOM PROSTRANSTWE NET FUNKCIJ, INWARIANTNYH OTNOSITELXNO EDINI^NOGO SDWIGA, ESLI WZQTX TOT VE BAZIS, ^TO I W L^2 (R), T.E. MNOVESTWO WSEH KOMPLEKSNYH “KSPONENT, TO MY POLU^IM W KA^EST- WE KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ OBY^NOE PREOBRAZOWANIE fURXE. oDNAKO, KOGDA MY BRALI KOMPLEKSNYE “KSPONENTY W KA^ESTWE BAZISA PROSTRANST- WA L^2(R), TO HOTQ ONI I NE PRINADLEVALI SAMOMU “TOMU PROSTRANSTWU, NO PRINADLEVALI EGO POPOLNENI@ W TOPOLOGII PROSTRANSTWA OBOB]EN- NYH FUNKCIJ. —TOT FAKT UTRA^IWAET SILU, ESLI MY RASSMATRIWAEM PRO- STRANSTWO V^0. dLQ NEGO NUVNO ISKATX EGO SOBSTWENNYJ BAZIS wINERA (W TERMINOLOGII §§9 I 10).

pUSTX FUNKCII φ ∈ V^0 TAKOWA, ^TO EE CELO^ISLENNYE SDWIGI OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA V^0. sOGLASNO FORMULE (4.6) DLQ PO^TI WSEH ω IMEEM 2π^∑_{n∈Z} |φ̂(ω+2πn)|^2 = 1. tAKIM OBRAZOM, DLQ PO^TI WSEH ω ∈ [0, 2π) OPREDELENY RAWNYE PO NORME 1-PERIODI^ESKIE FUNKCII

a_ω(x) = 1 √ 2π ∑ n∈Z φ̂(ω + 2πn)e^{i2πnx}. w KA^ESTWE VE BAZISA wINERA W PONIMANII DWUH PREDYDU]IH PARAGRAFOW

SLEDUET WZQTX SEMEJSTWO FUNKCIJ

v^0_ω(x) = e^{iωx} a_ω = 1 √ 2π e^{iωx} ∑ n∈Z φ(ω + 2πn)e^{i2πnx}. qSNO, ^TO ONI QWLQ@TSQ SOBSTWENNYMI FUNKCIQMI OPERATORA CELOGO SDWI- GA. w TO VE WREMQ, HOTQ ONI I NE QWLQ@TSQ “LEMENTAMI PROSTRANSTWA V^0, NO ONI PRINADLEVAT EGO POPOLNENI@, ESLI W “TOM PROSTRANSTWE WWESTI TOPOLOGI@ PROSTRANSTWA OBOB]ENNYH FUNKCIJ. w SAMOM DELE, OBOZNA^IW ^EREZ δ2π PERIODI^ESKU@ δ-FUNKCI@, POLU^IM ∑ n∈Z φ(x − n)e^{iωn} = ∑ n∈Z 1 √ 2π ∫_∞ −∞ φ̂(ξ)e^{iξ(x−n)} dξ e^{iωn} = 1 √ 2π ∫_∞ −∞ φ̂(ξ) ( ∑ n∈Z e^{i(ω−ξ)n} ) e^{iξx} dξ = 1 √ 2π ∫_∞ −∞ φ̂(ξ)δ_{2π}(ω − ξ) e^{iξx} dξ = 1 √ 2π ∑ n∈Z φ̂(ω + 2πn)e^{i(ω+2πn)x} = e^{iωx} 1 √ 2π ∑ n∈Z φ̂(ω + 2πn)e^{i2πnx} = v^0_ω. (4)

tAKIM OBRAZOM, FUNKCII SEMEJSTWA v^0_ω DEJSTWITELXNO PRINADLEVAT (W OBOB]ENNOM SMYSLE) LINEJNOJ OBOLO^KE CELO^ISLENNYH SDWIGOW FUNKCII φ. pRI “TOM FORMULA (4) QWLQETSQ POLNYM ANALOGOM FORMUL (9.2) I

(10.2).

dAWAJTE POSMOTRIM, KAK TRAKTU@TSQ S POZICII RAZLOVENIQ PO BAZISU wINERA UVE POLU^ENNYE RANEE REZULXTATY I NEKOTORYE NOWYE.

tEOREMA 1. A) fUNKCIQ f PRINADLEVIT PROSTRANSTWU V^0 W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA ONA MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDE f(x) = ∫_{2π} 0 m_f (ω)v^0_ω(x) dω, GDE m_f — FUNKCIQ IZ L^2 (T).

B) cELO^ISLENNYE SDWIGI FUNKCII f OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA V^0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA PO^TI WS@DU |m_f (ω)| = 1.

w PROSTRANSTWE W^0 TAKVE SU]ESTWUET SWOJ SOBSTWENNYJ BAZIS wINERA

w^0_ω I DLQ NEGO SPRAWEDLIWO UTWERVDENIE TEOREMY 1. zAMETIM, ^TO PRI

DOKAZATELXSTWE FORMULY (5.9) PUNKT B) TEOREMY 1 FAKTI^ESKI UVE BYL DOKAZAN.

§12. aLGORITM, OSNOWANNYJ NA

dISKRETNOM pREOBRAZOWANII fURXE

rASSMOTRIM SNA^ALA ALGORITM RAZLOVENIQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f IZ C̃^N PO BAZISU, SOSTOQ]EMU IZ OB˙EDINENIQ BAZISOW wINERA ORTOGONALX- NYH PROSTRANSTW W^j . iNYMI SLOWAMI, NAJDEM ALGORITM WY^ISLENIQ KO“FFICIENTOW W FORMULE f(•) = n−1∑ j=0 J∑ k=1 p^j_kw^j_k(•) + q^0 .

kAK OBY^NO, MY POSLEDOWATELXNO NAJDEM PREDSTAWLENIQ FUNKCII f W WIDE f(•) = 2^m−1∑

k=0 q^m_k v^m_k (•) + n−1∑ j=m J∑ k=1 p^j_kw^j_k(•) PRI m = n, n − 1, . . . , 1, 0. qSNO, ^TO KO“FFICIENTY q^n_k (SLU^AJ m = n) S TO^NOSTX@ DO MNOVITELQ 1/ √ N WY^ISLQ@TSQ PRI POMO]I dpf FUNKCII f.

pOSLE TOGO KAK WY^ISLENY WELI^INY q^{j+1}_k , KO“FFICIENTY q^j_k I p^j_k SO- GLASNO (10.4) I (10.5) WY^ISLQ@TSQ PO FORMULAM

q^j_0 = q^{j+1}_0 , q^j_k = αq^{j+1}_k + βq^{j+1}_{k+J} , k = 1, . . . , J − 1,

p^j_J = q^{j+1}_J , p^j_k = β̄q^{j+1}_k − ᾱq^{j+1}_{k+J} , k = 1, . . . , J − 1, (1)

GDE α I β WZQTY IZ (10.4) I, ESTESTWENNO, RAZLI^NY DLQ RAZNYH k I j.

o^EWIDNO, IZ (10.4) I (10.5) POLU^A@TSQ TAKVE FORMULY REKONSTRUK- CII FUNKCII f, KOTORYE MOGUT BYTX ZAPISANY W WIDE:

q^{j+1}_0 = q^j_0, q^{j+1}_k = ᾱq^j_k + βp^j_k, k = 1, . . . , J − 1,

q^{j+1}_J = p^j_J , q^{j+1}_{k+J} = β̄q^j_k − αp^j_k , k = 1, . . . , J − 1. (2)

pOSLE REALIZACII KOTORYH, DLQ WOSSTANOWLENIQ FUNKCII f NUVNO WY^IS- LITX odpf WEKTORA ⃗q^n I REZULXTAT UMNOVITX NA^√N. tAKIM OBRAZOM, ALGORITMY RAZLOVENIQ FUNKCII PO BAZISAM wINERA I EE WOSSTANOWLENIQ

IME@T SLOVNOSTX PORQDKA O(N log N). rASSMOTRIM ALGORITMY RAZLOVE- NIQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f ∈^~C^N PO BAZISAM^⃗ψ^j I EE REKONSTRUKCII.

pEREHOD OT KOORDINAT W BAZISE WSPLESKOW K KOORDINATAM W BAZISE wI- NERA I OBRATNO OSU]ESTWLQETSQ SOOTWETSTWENNO PRI POMO]I PRQMOGO I OBRATNOGO dpf I, BYTX MOVET, POKOORDINATNOGO UMNOVENIQ W ^ASTOTNOJ OBLASTI. —TOT O^EWIDNYJ FAKT SLEDUET IZ TOGO, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII

f ∈ W^j IMEEM f = ⃗ψ^{jT} ⃗a = 1 J ⃗ψ^{jT} F^∗_J F_J⃗a = ⃗w^{jT}⃗b = ⃗w^{jT} F_J F^∗_J⃗b/J, GDE ⃗a I^⃗b — WEKTORY KOORDINAT FUNKCII f SOOTWETSTWENNO W BAZISAH^⃗ψ^j I ⃗w^j . pOSKOLXKU KOMPONENTY BAZISA wINERA OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO S TO^NOSTX@ DO NENULEWYH MNOVITELEJ, TO POKOORDINATNOE UMNOVENIE W ^ASTOTNOJ OBLASTI MOVET POQWITXSQ, ESLI MY WYBRALI BAZIS wINERA, OTLI^NYJ OT ⃗w^j. eSTESTWENNO, ANALOGI^NYE FORMULY SPRAWEDLIWY DLQ PROSTRANSTW V^j I BAZISOW ⃗φ^j I ⃗v^j .

tAKIM OBRAZOM, ALGORITMY RAZLOVENIQ FUNKCIJ PROSTRANSTWA^~C^N PO BAZISAM WSPLESKOW^⃗ψ^j I IH REKONSTRUKCII, ISPOLXZU@]IE PEREHOD K BA- ZISAM wINERA, IME@T SLOVNOSTX PORQDKA O(N log N) NEZAWISIMO OT TOGO KAKIM BYLO ISHODNOE PREDSTAWLENIE FUNKCII — W EE ESTESTWENNOM WIDE

f(•), W WIDE SPEKTRA ILI W WIDE EE RAZLOVENIQ PO NEKOTOROMU BAZISU ⃗φ^n.

kAK UVE OTME^ALOSX W §10, ORTOGONALXNYE PROSTRANSTWA DISKRETNYH WSPLESKOW HOTQ I IME@T PRAWO NA SU]ESTWOWANIE, NO NE ONI QWLQ@TSQ ESTESTWENNYM INSTRUMENTOM DLQ RAZLOVENIQ PROSTRANSTW FUNKCIJ S NE- PRERYWNYM ARGUMENTOM. —TO OB˙QSNQETSQ TEM, ^TO DLQ ORTOGONALXNYH PROSTRANSTW KAVDOJ PARY V^{j+1} I W^j MAS[TABIRU@]EE URAWNENIE IME- ET SWOI KO“FFICIENTY. —TO NE O^ENX UDOBNO DLQ ^ISLENNOJ REALIZACII. pRI ISPOLXZOWANII PREDLOVENNOGO WY[E ALGORITMA, OSNOWANNOGO NA dpf IZNA^ALXNO TREBUETSQ DLQ WSEH j WY^ISLITX KO“FFICIENTY α I β.

pEREJDEM TEPERX K NEORTOGONALXNYM WSPLESK-RAZLOVENIQM PROSTRAN- STWA^~C^N . mY NE BUDEM SEJ^AS PYTATXSQ POLU^ITX MAKSIMALXNO OB]IJ ALGORITM. nA[A CELX — DISKRETNYE (WOOB]E GOWORQ, NEORTOGONALXNYE) WSPLESK-RAZLOVENIQ, POROVDENNYE TRADICIONNYMI ORTOGONALXNYMI RAZ- LOVENIQMI PROSTRANSTWA L^2 (R).

iTAK, PUSTX MY IMEEM NEKOTORYJ kma {V^j } PROSTRANSTWA L^2 (R) S OR- TONORMIROWANNYMI BAZISAMI, OBRAZOWANNYMI SDWIGAMI I RASTQVENIQMI FUNKCII φ. bOLEE TOGO, MY W DALXNEJ[EM PREDPOLAGAEM, ^TO FUNKCIQ φ TAKOWA, ^TO WSE PREOBRAZOWANIQ IME@T SMYSL. mY DAVE NE WSEGDA BU-

DEM OGOWARIWATX PRI KAKIH OGRANI^ENIQH “TI PREOBRAZOWANIQ KORREKTNY. dELO W TOM, ^TO NAM NEIZWESTEN TO^NYJ OTWET NA BOLX[INSTWO TAKIH WO- PROSOW, A STROGIJ PODBOR KAKIH-NIBUDX OGRANI^ENIJ I DOKAZATELXSTWO IH DOSTATO^NOSTI UWEDUT NAS OT SUTI DELA. w L@BOM SLU^AE NEKOTORYE IZ “TIH WOPROSOW NETRIWIALXNY I NUVDA@TSQ W DALXNEJ[EM ISSLEDOWANII. dLQ NA^ALA PREDPOLOVIM, ^TO φ ∈ L^1 (R). pRI TAKOM PREDPOLOVENII MY, O^EWIDNO, POLU^IM, ^TO FUNKCIQ

φ^n(x) = ∑ k∈Z φ(x + kN) OPREDELENA KORREKTNO I QWLQETSQ SUMMIRUEMOJ N-PERIODI^ESKOJ FUNK- CIEJ, A EE KO“FFICIENTY fURXE MOGUT BYTX WY^ISLENY PO FORMULE

φ̂^n(m) = 1 N ∫_N 0 ( ∑ k∈Z φ(x + kN) ) e^{−2πimx/N} dx = 1 N ∫_∞ −∞ φ(x)e^{−2πimx/N} dx = √ 2π N · φ̂ ( 2πm N ) . (3)

lINEJNAQ OBOLO^KA FUNKCIJ {φ^n(x + k)}^{N−1}_{k=0} OBRAZUET LINEJNOE KONE^NO- MERNOE PROSTRANSTWO^~V^n, KOTOROE SOWPADAET S PROSTRANSTWOM, POLU^A- @]IMSQ POSLE N-PERIODIZACII SUMMIRUEMYH FUNKCIJ IZ PROSTRANSTWA

V^0. —TOJ VE LINEJNOJ OBOLO^KE PRINADLEVAT (SM. (8.2)) I FUNKCII

v^n_k = ∑ m∈Z φ̂^n(k + mN)e^{2πi(k+mN)x/N} = √ 2π N ∑ m∈Z φ̂^n ( 2πk N + 2πm ) e^{2πi(k+mN)x/N} , k = 0, 1, . . . , N − 1. (4) zAMETIM, ^TO PRI SDELANNOM PREDPOLOVENII O SUMMIRUEMOSTI φ MY NE MOVEM GARANTIROWATX PRINADLEVNOSTX φ^n K L^2 (T). —TO KOSWENNO SLEDUET IZ TOGO, ^TO RAWENSTWO (4.6) IMEET MESTO LI[X PO^TI WS@DU. pREDPOLO- VIM, ^TO FUNKCIQ TAKOWA, ^TO (4.6) WYPOLNQETSQ WO WSEH TO^KAH. tOGDA WWIDU (3) I (4.6) FUNKCIQ φ^n, A ZNA^IT I FUNKCII v^n_k , IMEET SUMMIRUE- MYJ KWADRAT. bOLEE TOGO, SOGLASNO (3), (4) I (4.6) DLQ NORM FUNKCIJ v^n_k

IMEEM

‖v^n_k ‖^2 = N ∑ m∈Z (φ̂^n(k + mN))^2 = N ∑ m∈Z (√ 2π N φ̂ ( 2πk N + 2πm ))2 =

2π ∑ m∈Z ( φ̂ ( 2πk N + 2πm ))_2 = 1.

tAKIM OBRAZOM, FUNKCII v^n_k , POSKOLXKU SREDI NIH NET TOVDESTWENNO RAW- NYH NUL@, OBRAZU@T BAZIS wINERA PROSTRANSTWA^~V^n. a SOGLASNO lEMME 9.3 KOMPONENTY WEKTORA ⃗φ^n OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS SDWIGOW “TOGO PROSTRANSTWA.

tAKIM OBRAZOM, MY POLU^ILI SOWSEM NEO^EWIDNYJ REZULXTAT, ZAKL@- ^A@]IJSQ W TOM, ^TO POSLE N-PERIODIZACII ORTONORMIROWANNO BAZISA SDWIGOW PROSTRANSTWA V^0 MY SNOWA POLU^IM ORTONORMIROWANNYJ BAZIS.

dAWAJTE TEPERX PRIMENIM K FUNKCIQM PROSTRANSTWA^~V^n (W ^ASTNOSTI, K FUNKCII φ^n) OPERATOR T : f(x) → f(x/2) + f(x/2 + π). tOGDA REZULX- TATOM EGO PRIMENENIQ K PROSTRANSTWU^~V^n BUDET NEKOTOROE PROSTRANSTWO

T [Ṽ^n] = Ṽ^{n−1}, I T [φ^n] = φ^{n−1}. pOSKOLXKU TOGO VE “FFEKTA MOVNO

DOSTI^X, PROSTO N-PERIODIZIRUQ PROSTRANSTWO V^{−1}, TO QSNO, ^TO FUNK- CIQ φ^{n−1} POROVDAET ORTONORMIROWANNYJ BAZIS 2-SDWIGOW PROSTRANSTWA

Ṽ^{n−1}. tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM POSLEDOWATELXNO PO FORMULAM Ṽ^{k−1} = T [Ṽ^k], φ^{k−1} = T [φ^k], k = n, n − 1, . . . , 1, POSTROITX POSLEDOWATELXNOSTX WLOVENNYH PROSTRANSTW, SOSTAWLQ@]IH (PRI NEKOTORYH DOPOLNITELXNYH USLOWIQH) ^ASTX kma PROSTRANSTWA L^2 (T). pRI “TOM NETRUDNO ZAMETITX, ^TO BAZISY wINERA PROSTRANSTWA

Ṽ k−1 PERES^ITYWA@TSQ ^EREZ BAZISY wINERA PROSTRANSTWA Ṽ k PO PROS-

TOJ FORMULE_{v̂k−1}

m (m + Nl/2) = v̂^k_{2m}(2m + Nl), (5)

KOTORAQ POKAZYWAET, ^TO PEREHOD OT PROSTRANSTWA S BOLX[IM NOMEROM K PROSTRANSTWU S MENX[IM NOMEROM PRI POMO]I OPERATORA T [·] ZAKL@^A- ETSQ W UNI^TOVENII NE^ETNYH GARMONIK I SVATII SPEKTRA.

pOSLE PRIWEDENNOGO WY[E POSTROENIQ UVE NE POKAVETSQ UDIWITELX- NYM, ^TO POLU^A@]IESQ POSLE N-PERIODIZACII PROSTRANSTW W^k PRO- STRANSTWA^~W^{n−k}, k = −1, −2, −n OKAZYWA@TSQ WZAIMNO ORTOGONALXNY- MI. mY NE BUDEM ZDESX OSTANAWLIWATXSQ NA DOKAZATELXSTWE “TOGO FAKTA,

ODNAKO OTMETIM, ^TO PRO]E WSEGO “TO SDELATX DOKAZAW ORTOGONALXNOSTX “LEMENTOW BAZISOW wINERA PROIZWOLXNOJ PARY PROSTRANSTW^~V^k I^~W^k, ^TO MOVNO SDELATX, DEJSTWUQ PO ANALOGII S TOLXKO ^TO PROWEDENNYMI RAS- SUVDENIQMI. oTMETIM TAKVE, ^TO W SLU^AE, KOGDA WSE KO“FFICIENTY fURXE v̂^n_m(m + Nl), m = 1, 2, . . . , N − 1, l ∈ Z OTLI^NY OT NULQ, SOGLASNO TEOREME 9.2 PO PROSTRANSTWU^~V^n MOVNO ODNOZNA^NO WOSSTANOWITX WSE PRO- STRANSTWA^~V^m PRI m > n, POLU^IW PRI “TOM kma PROSTRANSTWA L^2 (T) W SMYSLE oPREDELENIQ 9.2.

pUSTX^~f — FUNKCIQ PROSTRANSTWA^~V^n. tOGDA SPRAWEDLIWO PREDSTAW- LENIE

f̃(x) =^{N−1} ∑ k=0 a_kφ^n(x − 2kπ/N). (6) kO“FFICIENTY POSLEDNEGO RAZLOVENIQ MOGUT BYTX POLU^ENY IZ RAZNYH SOOBRAVENIJ. eSLI, NAPRIMER, FUNKCIQ^~f POLU^ENA PERIODIZACIEJ NEPE- RIODI^ESKOJ FUNKCII f, TO KO“FFICIENTY {ak} POLU^A@TSQ PERIODIZA- CIEJ ISHODNOJ POSLEDOWATELXNOSTI KO“FFICIENTOW. eSLI MY IMEEM DELO S NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI, TO KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ MOGUT NAJDE- NY IZ SOOBRAVENIJ INTERPOLQCII W RAWNOMERNOJ SETKE UZLOW, POLXZUQSX FORMULOJ (6). pRI “TOM FORMULA (6) PREWRA]AETSQ W SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ S CIRKULQNTNOJ MATRICEJ. sLEDOWATELXNO, DLQ NAHOVDENIQ KO“FFICIENTOW MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ PREDSTAWLENIQ SWERT- KI ^EREZ dpf.

pEREPISAW FORMULU (6) W WEKTORNOM WIDE, POLU^IM

f̃ (x) = ⃗a^T ⃗φ^n(x) = ⃗a^T F^T_J F^{−1}_J ⃗φ^n(x) = (F_J⃗a)^T F^{−1}_J ⃗φ^n(x) = ⃗b^T ⃗v^n(x). (7)

kAK I W SLU^AE NEPERIODI^ESKIH FUNKCIJ, MY MOVEM RASSMATRIWATX WEKTOR ⃗a KAK “LEMENT PROSTRANSTWA^~C^N , A WSE DALXNEJ[IE WY^ISLENIQ MOVNO RASSMATRIWATX S TO^KI ZRENIQ kma PERIODI^ESKIH FUNKCIJ DIS- KRETNOGO ARGUMENTA. oDNAKO, HOTQ W DANNOM SLU^AE I STOIT IMETX “TOT ASPEKT W WIDU, NO DLQ POSTROENIQ ALGORITMA MOVNO BEZBOLEZNENNO OBOJ- TISX BEZ NEGO.

w §§4 I 5, FAKTI^ESKI BYLO POLU^ENO (SM. (4.7), (5.6)), ^TO MATRICA

M_0 = ( m_0(ω) m_0(ω + π)

e^{iω} m_0(ω + π) −e^{iω} m_0(ω) ) (8) QWLQETSQ ORTOGONALXNOJ DLQ PO^TI WSEH (A PRI NA[IH PREDPOLOVENI- QH DLQ WSEH) ω. wWEDEM W RASSMOTRENIE POSLEDOWATELXNOSTX WEKTOROW

{⃗a^j }^{n−1}_{j=0} , {⃗c^j }^{n−1}_{j=0} , SOSTOQ]IH IZ KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ PROEKCIJ f̃

NA PROSTRANSTWA^~V^j ,^~W^j PO BAZISAM SDWIGOW, ⃗a^{n def}= ⃗a. pO ANALOGII S (7) POLU^AETSQ, ^TO PEREHOD K SOOTWETSTWU@]IM BAZISAM wINERA I OBRATNO PROSTRANSTW^~V^j I^~W^j ZADAETSQ FORMULAMI ⃗b^j = F_J⃗a^j ,⃗a^j = F^{−1}_J ⃗b^j , ⃗d^j = F_J⃗c^j ,⃗c^j = F^{−1}_J ⃗d^j , GDE^⃗d^j — WEKTORY KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ PO BAZISAM wINERA PRO- STRANSTW WSPLESKOW. u^ITYWAQ (4.3), (5.9), (5) I ORTOGONALXNOSTX MATRI- CY (8), NETRUDNO WIDETX, ^TO SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE FORMULY PEREHODA OT BAZISOW wINERA PROSTRANSTWA^~V^j K BAZISAM PROSTRANSTW^~V^{j−1} I^~W^{j−1}:

b^j_0 = b^{j+1}_0 , b^j_k = m_0(πk/2K)b^{j+1}_k + m_0(πk/2K + π)b^{j+1}_{k+J} , k = 1, . . . , J − 1,

d^j_J = b^{j+1}_J , d^j_k = e^{πk/2K} m_0(πk/2K + π)b^{j+1}_k − e^{πk/2K} m_0(πk/2K)b^{j+1}_{k+J} , k = 1, . . . , J − 1. (9) o^EWIDNO, FORMULY REKONSTRUKCII FUNKCII MOGUT BYTX ZAPISANY W WIDE:

b^{j+1}_0 = b^j_0, b^{j+1}_k = m_0(πk/2K)b^j_k + e^{−πk/2K} m_0(πk/2K + π)d^j_k, k = 1, . . . , J − 1,

b^{j+1}_J = d^j_J , b^{j+1}_{k+J} = m_0(πk/2K + π)b^j_k − e^{−πk/2K} m_0(πk/2K)d^j_k, k = 1, . . . , J − 1. (10) tAKIM OBRAZOM, ISPOLXZUQ PROMEVUTO^NYJ PEREHOD OT BAZISOW SDWIGOW K BAZISAM wINERA, ALGORITMY WSPLESK-RAZLOVENIQ I POSLEDU@]EGO WOS- STANOWLENIQ DLQ L@BOGO ISHODNOGO kma MOVNO REALIZOWATX PRI POMO]I bpf ZA O(N ln N) ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ.

§13. mNOGOMERNYE ALGORITMY.

mY OBSUDIM ZDESX WOZMOVNYE PODHODY K OPREDELENI@ kma PROSTRANSTW FUNKCIJ MNOGIH PEREMENNYH. dLQ UPRO]ENIQ WYKLADOK BUDEM RASSMAT- RIWATX PROSTRANSTWO L^2 (R^2). oB]IJ SLU^AJ PROSTRANSTWA L^2(R^n) MOVET BYTX RASSMOTREN WPOLNE ANALOGI^NYM OBRAZOM. dADIM NAIBOLEE ESTEST- WENNOE I MAKSIMALXNO OB]EE OPREDELENIE MNOGOMERNOGO kma.

oPREDELENIE 1. pOSLEDOWATELXNOSTX WLOVENNYH DRUG W DRUGA ZAMK- NUTYH PODPROSTRANSTW

· · · ⊂ V^{−1} ⊂ V^0 ⊂ V^1 ⊂ V^2 ⊂ . . . (1)

PROSTRANSTWA L^2 (R^2) NAZYWAETSQ KRATNOMAS[TABNYM ANALIZOM “TOGO PROSTRANSTWA, ESLI UDOWLETWORQET SLEDU@]IM USLOWIQM:

A)^⋃_{j∈Z} V^j = L^2 (R^2); B)^⋂_{j∈Z} V^j = 0; W) f(x, y) ∈ V^j ⇔ f(2x, 2y) ∈ V^{j+1}; G) NAJDETSQ TAKAQ FUNKCIQ φ ∈ V^0, KOTORU@ NAZYWA@T MAS[TABIRU-

@]EJ, ^TO MNOVESTWO EE SDWIGOW φ(x − n, y − m) OBRAZUET ORTONORMIRO-

WANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA L^2 (R^2).

w TAKOM OB]EM WIDE MNOGOMERNYE kma OBY^NO NE RASSMATRIWA@TSQ. hOTQ ZA POSLEDNEE WREMQ POQWILOSX MNOGO ISSLEDOWANIJ W OBLASTI POSTRO- ENIQ PODOBNYH kma I SOOTWETSTWU@]IH IM BAZISOW WSPLESKOW, ODNAKO PODOBNYE BAZISY POKA MALO ISPOLXZU@TSQ W PRILOVENIQH. nA PRAKTIKE POSTUPA@T GORAZDO PRO]E. mNOGOMERNYE kma OBY^NO STROQTSQ KAK TEN- ZORNOE PROIZWEDENIE kma ODNOMERNYH. tAKIE kma NAZYWA@TSQ SEPARA-

BELXNYMI, A OB]IE kma, NE RASPADA@]IESQ W TENZORNOE PROIZWEDENIE,

NAZYWA@T NESEPARABELXNYMI.

iTAK, PUSTX MY IMEEM {V^j } — kma PROSTRANSTWA L^2 (R). w KA^EST- WE V^j BUDEM RASSMATRIWATX TENZORNOE PROIZWEDENIE PROSTRANSTW V^j NA SEBQ:

V^j = V^j ⊗ V^j = Span {f(x)g(y) | f, g ∈ V^j },

GDE Span S — LINEJNAQ OBOLO^KA MNOVESTWA S. qSNO, ^TO W KA^ESTWE BA- ZISA IZ PUNKTA G) oPREDELENIQ 1 DOSTATO^NO WZQTX SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ

{φ(x − n)φ(y − m)}_{n,m∈Z} , GDE φ — MAS[TABIRU@]AQ FUNKCIQ PROSTRAN-

STWA V^0.

pROSTRANSTWA WSPLESKOW PRI “TOM OPREDELQ@TSQ TAK VE, KAK I W ODNO- MERNOM SLU^AE, KAK ORTOGONALXNYE DOPOLNENIQ PROSTRANSTW S MENX[IM

NOMEROM DO PROSTRANSTW S BOLX[IM NOMEROM (NAPRIMER, V^0 DO V^1). oD- NAKO W TAKIH PROSTRANSTWAH NET WOZMOVNOSTI WWESTI BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ (DWUMERNYH) SDWIGOW ODNOJ FUNKCII (IZNA^ALXNO HOTELOSX BY NADEQTX- SQ, ^TO “TO BUDUT SDWIGI FUNKCII ψ(x)ψ(y)). tEM NE MENEE, W KA^ESTWE FUNKCIJ, POROVDA@]IH BAZIS W PROSTRANSTWE W^0, MOVNO WZQTX FUNKCII

ψ_1(x, y) = ψ(x)ψ(y), ψ_2(x, y) = ψ(x)φ(y) I ψ_3(x, y) = φ(x)ψ(y), KOTORYE

MY BUDEM NAZYWATX SOOTWETSTWENNO FUNKCIQMI TIPA ψψ, ψφ, φψ. w “TOM NET NI^EGO UDIWITELXNOGO, POSKOLXKU LOGI^NO S^ITATX, ^TO PROSTRANSTWO

V^0 ”W 4 RAZA MENX[E” PROSTRANSTWA V^1. sLEDOWATELXNO, PROSTRANSTWO W^0 SOSTAWLQET 3/4 OT PROSTRANSTWA V^1. pO“TOMU DLQ EGO PREDSTAWLENIQ

NUVNO ”W TRI RAZA BOLX[E” BAZISNYH FUNKCIJ.

sHEMA PROCEDURY NAHOVDENIQ KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ FUNKCII IZ

V^1 PO BAZISAM PROSTRANSTW V^0 I W^0 PRIWEDENA NA rIS. 1 I POLNOS-

TX@ SWODITSQ K ODNOMERNYM ALGORITMAM. dLQ NAHOVDENIQ “TIH KO“F- FICIENTOW NUVNO RASPOLOVITX KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO SDWIGAM MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII PROSTRANSTWA V^1 W WIDE (BESKONE^NOJ) MAT- RICY. k KAVDOJ STROKE “TOJ MATRICY NUVNO PRIMENITX ODNOMERNYJ ALGORITM RAZLOVENIQ NA PROSTRANSTWA V I W . nA WYHODE “TOJ PROCEDU- RY POQWQTSQ DWE MATRICY AV I AW , SOOTWETSTWU@]IE PROSTRANSTWAM V I W . nA WTOROM “TAPE NUVNO TOT VE ALGORITM PRIMENITX K STOLBCAM “TIH MATRIC. kAVDAQ IZ NIH SNOWA RASPADETSQ NA DWE. iZ MATRICY AV POLU^ATSQ MATRICY AV V I AV W , A IZ AW — MATRICY AW V I AW W . pRI “TOM W MATRICE AV V OKAVUTSQ KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BA- ZISU SDWIGOW FUNKCII φ PROEKCII ISHODNOJ FUNKCII NA PROSTRANSTWO V , A W OSTAW[IHSQ TREH MATRICAH BUDUT KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISNYM FUNKCIQM PROSTRANSTWA WSPLESKOW. dALXNEJ[IJ PROCESS RAZ- LOVENIQ ZAKL@^AETSQ W PODA^E NA WHOD TOLXKO ^TO OPISANNOGO ALGORITMA MATRICY AV V I T.D.

sHEMA SLU^AQ, KOGDA OPISANNAQ WY[E PROCEDURA ITERIRUETSQ TRI RAZA,

PRIWEDENA NA rIS. 2. mY W “TOM SLU^AE BUDEM GOWORITX, ^TO GLUBINA

PRERABOTKI MASSIWA RAWNA TREM.

zAMETIM, ^TO, OPISANNAQ WY[E KONCEPCIQ PROSTRANSTW WSPLESKOW IME- ET ODIN O^EWIDNYJ IZ˙QN. oN SOSTOIT W TOM, ^TO PROSTRANSTWO WSPLESKOW

W^0 NA SAMOM DELE QWLQETSQ ORTOGONALXNOJ SUMMOJ TREH PROSTRANSTW:

W^0 = (W^0 ⊗ W^0) ⊕ (W^0 ⊗ V^1) ⊕ (V^0 ⊗ W^1),

TOLXKO PERWOE IZ KOTORYH MOVNO PO PRAWU S^ITATX PROSTRANSTWOM WSPLES- KOW. dWA DRUGIH SOSTOQT IZ FUNKCIJ, KOTORYE LI[X ”NAPOLOWINU” (LI- BO PO WERTIKALI, LIBO PO GORIZONTALI) QWLQ@TSQ WSPLESKAMI. pO“TOMU, WIDIMO, WO MNOGIH SLU^AQH POLEZNO PO WERTIKALI ILI PO GORIZONTALI PROWESTI DALXNEJ[EE RAZLOVENIE PROSTRANSTW V , T.E. ISPOLXZOWATX DLQ OBRABOTKI NE RASSMOTRENNOE NAMI PREDSTAWLENIE

L^2 (R^2) =^⨁_{j∈Z} W^j ,

A RAZLOVENIE

L^2 (R^2) = L^2 (R) ⊗ L^2 (R) = (⊕W^j )^⨂(⊕W^j ) =^⨁_{i,j∈Z} W^i ⊗ W^j .

s TO^KI ZRENIQ WY^ISLITELXNYH ZATRAT “TO WEDET SOWSEM K IH UWELI^E- NI@ PRIMERNO W 1.6 RAZ, A IDEJNO ALGORITM RAZLOVENIQ NE STANOWITSQ SLOVNEE. iZMENENIE ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TO PO STROKAM MATRICY A KAK PO ODNOMERNYM SIGNALAM WY^ISLQ@TSQ IH KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISAM PROSTRANSTW W^j , A ZATEM K TOMU ^TO POLU^ILOSX NA PERWOM “TA- PE PRIMENQETSQ TA VE PROCEDURA PO STOLBCAM. sHEMA TAKOJ OBRABOTKI PRIWEDENA NA rIS. 3.

qSNO, ^TO ODNOMERNYE PROCEDURY MOGUT BYTX REALIZOWANY L@BYM IZ OPISANNYH RANEE ILI PREDLAGAEMYH NAMI W DALXNEJ[EM SPOSOBOW. tAKIM OBRAZOM, S ALGORITMI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ PRI PEREHODE K MNOGOMERNOMU SEPARABELXNOMU SLU^A@ NE POQWLQETSQ NOWYH PROBLEM.

zAMETIM, ^TO W KA^ESTWE kma PROSTRANSTWA L^2 (R^2) MY BRALI TENZOR- NOE PROIZWEDENIE DWUH ODINAKOWYH ODNOMERNYH kma, NO W SLU^AE NEOB- HODIMOSTI, KOGDA DANNYE NE ODNORODNY PO WSEM IZMERENIQM, MY WPOLNE MOVEM BRATX DLQ KAVDOGO IZMERENIQ SWOJ SOBSTWENNYJ kma. nAIBOLEE TIPI^NYM PRIMEROM TAKOJ NEODNORODNOSTI QWLQETSQ WIDEOIZOBRAVENIE, dLQ KOTOROGO DWA PROSTRANSTWENNYH IZMERENIQ MOVNO S^ITATX RAWNO- PRAWNYMI, A TRETXE IZMERENIE (WREMQ) NUVDAETSQ W SWOEJ SPECIFI^ESKOJ OBRABOTKE. sIGNAL WDOLX WREMENNOJ KOORDINATY IMEET SU]ESTWENNO BO- LEE WYSOKU@ GLADKOSTX, ^EM OTNOSITELXNO PROSTRANSTWENNYH KOORDINAT. sLEDOWATELXNO, SOGLASNO OB]EMU PRINCIPU O SOOTWETSTWII SWOJSTW BAZI- SA I PRIBLIVAEMOJ FUNKCII NUVNO WYBIRATX PO WREMENNOJ PEREMENNOJ kma S POWY[ENNOJ GLADKOSTX@.

e]E ODIN NEDOSTATOK kma, QWLQ@]IHSQ TENZORNYM PROIZWEDENIEM, NAGLQDNEE WSEGO PROQWLQETSQ NA PRIMERE kma S BAZISAMI SDWIGOW, IME- @]IH KOMPAKTNYJ NOSITELX. nOSITELQMI BAZISOW W TENZORNOM PROIZWE- DENII BUDUT PRQMOUGOLXNIKI, ^TO NE O^ENX UDOBNO, NAPRIMER, DLQ PRED- STAWLENIQ IZOBRAVENIJ, FORMA OB˙EKTOW NA KOTORYH IMEET GLADKIE O^ER- TANIQ. kROME TOGO OTBRO[ENNYE PRI SVATII IZOBRAVENIQ KO“FFICIEN- TY RAZLOVENIQ WEDUT K POQWLENI@ ISKAVENIJ PRAWILXNOJ FORMY (PRQ- MOUGOLXNIKOW ILI POLOS), KOTORYE WIDNY BOLEE OT^ETLIWO, ^EM ISKA- VENIQ NEPRAWILXNOJ FORMY. sPOSOB BORXBY S “TIM QWLENIEM ODIN — POSTROENIE MNOGOMERNYH kma BOLEE OB]EGO WIDA, ^EM TENZORNOE PROIZ- WEDENIE ODNOMERNYH kma. nEKOTORYE PODHODY K POSTROENI@ NESEPARA- BELXNYH BAZISOW PRIWEDENY W [SZ1], [SZ2], [KS]. sTOIT OTMETITX RABOTU

[KS], GDE STROITSQ PRIMER DWUMERNOGO kma, KOTORYJ NE UDOWLETWORQET

oPREDELENI@ 1, POSKOLXKU W NEM RASSMATRIWAETSQ NE PRQMOUGOLXNAQ, A GEKSAGONALXNAQ RE[ETKA SDWIGOW. pRI “TOM kma, POSTROENNYJ W “TOJ

RABOTE IMEET NABOR BAZISNYH (NEORTOGONALXNYH) FUNKCIJ S NOSITELEM NA PRAWILXNOM [ESTIUGOLXNIKE, ^TO ZNA^ITELXNO PRIQTNEE, ^EM PRQMO- UGOLXNIK. k SOVALENI@, NE WIDNO, KAK “TOT PRIMER MOVNO ADAPTIROWATX POD KONKRETNYE ZADA^I. nESMOTRQ NA EGO “LEGANTNOSTX TRUDNO PREDPO- LOVITX, ^TO ON OKAVETSQ BOLEE “FFEKTIWNYM, ^EM kma, POROVDENNYE TENZORNYM PROIZWEDENIEM.

sDELAEM E]E ODNO ZAME^ANIE, KASA@]EESQ NESEPARABELXNYH kma. w OB]EM SLU^AE RAZLOVENIE PO TAKIM BAZISAM TREBUET BÓLX[IH WY^ISLI- TELXNYH ZATRAT. w SAMOM DELE, PRI POSLEDOWATELXNOJ REALIZACII ODNO- MERNYH SWERTOK SNA^ALA PO STROKAM, POTOM PO STOLBCAM MASSIWA (ILI NAOBOROT). zATRATY NA ODIN “LEMENT MASSIWA RAWNY 2 · (2N − 1) OPE- RACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ, GDE N — DLINA SWERTYWA@]EGO OKNA. w SLU^AE VE PRQMOJ REALIZACII DWUMERNOJ SWERTKI S OKNOM RAZMERA N × N TREBUETSQ 2N^2 − 1 ARIFMETI^ESKAQ OPERACIQ. tAKIM OBRAZOM, W ZADA^AH, TREBU@]IH BYSTROJ REALIZACII, PRIMENENIE NESEPARABELXNYH WSPLESKOW MOVET BYTX OPRAWDANO LI[X W SLU^AE, ESLI ONI SU]ESTWENNO PREWOSHODQT PO SWOIM KA^ESTWAM SEPARABELXNYE BAZISY.

§14. wSPLESKI mEJERA I bATTLA — lEMARXE.

oDNIM IZ SAMYH PERWYH PRIMEROM WSPLESKOW QWLQ@TSQ WSPLESKI mEJ- ERA. nESMOTRQ NA TO, ^TO “TI BAZISY NE DOPUSKA@T SWERH“FFEKTIWNYH ^ISLENNYH ALGORITMOW RAZLOVENIQ I WOSSTANOWLENIQ FUNKCIJ, ONI IN- TERESNY WWIDU PROSTOTY IH KONSTRUKCII I IH WAVNOSTI DLQ OB]EJ TEO- RII WSPLESKOW I IH PRILOVENIJ. w ^ASTNOSTI, PRI POMO]I KONSTRUKCII mEJERA DLQ MNOGIH FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTW UDALOSX RE[ITX DAW- NO STOQW[U@ ZADA^U O SU]ESTWOWANII BEZUSLOWNYH BAZISOW, SOSTOQ]IH IZ POLINOMOW.

pOSTROENIE BAZISOW PROIZWODITSQ W ^ASTOTNOJ OBLASTI. w KA^ESTWE MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII WOZXMEM FUNKCI@ φ, ^XE PREOBRAZOWANIE fU- RXE QWLQETSQ ^ETNOJ FUNKCIEJ, UDOWLETWORQ@]EJ SOOTNO[ENI@

φ̂(ω) = (2π)^{−1/2}, 0 ≤ ω ≤ 2π/3, 0, ω ≥ 4π/3, α(ω), 2π/3 < ω < 4π/3, GDE NAM PREDSTOIT OPREDELITX, KAKIM SWOJSTWAM DOLVNA UDOWLETWORQTX FUNKCIQ α, DLQ TOGO ^TOBY φ POROVDALA NEKOTORYJ kma. pREVDE ^EM

PRISTUPITX K NAHOVDENI@ “TIH SWOJSTW, SDELAEM DWA ZAME^ANIQ. wO- PERWYH, FUNKCIQ φ QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ WWIDU FINITNOSTI NOSITELQ EE PREOBRAZOWANIQ fURXE, ^TO SAMO PO SEBE INTERESNO I WAVNO, ODNAKO “TOT FAKT GOWORIT O NERAZUMNOSTI PRIMENENIQ “TIH BAZISOW DLQ KODI- ROWANIQ I SVATIQ NEGLADKIH SIGNALOW TIPA ZWUKA I IZOBRAVENIJ. wO- WTORYH, KAK IZWESTNO, SKOROSTX UBYWANIQ FUNKCII NA BESKONE^NOSTI ZA- WISIT OT GLADKOSTI EE PREOBRAZOWANIQ fURXE. tAKIM OBRAZOM, SKOROSTX UBYWANIQ MOVNO REGULIROWATX GLADKOSTX@ FUNKCII α I GLADKOSTX@ EE SKLEJKI S POSTOQNNOJ (2π)^{−1/2} I NULEM W TO^KAH 2π/3 I 4π/3.

pERWOE (I EDINSTWENNOE) USLOWIE, KOTOROMU DOLVNA UDOWLETWORQTX FUNK- CIQ α, WYTEKAET IZ RAWENSTWA (4.6), QWLQ@]EGOSQ NEOBHODIMYM I DOSTA- TO^NYM USLOWIEM ORTONORMIROWANNOSTI SISTEMY CELO^ISLENNYH SDWIGOW FUNKCII φ. iZ (4.6) NA INTERWALE (2π/3, 4π/3) POLU^IM 1 2π = |α(x)|^2 + |α(4π/3 − x)|^2.

o^EWIDNO, SU]ESTWUET BESKONE^NO MNOGO RE[ENIJ, UDOWLETWORQ@]IH PO- SLEDNEMU URAWNENI@. eSLI RASSMATRIWATX LI[X POLOVITELXNYE RE[E- NIQ, TO UDOBNO PREDSTAWITX IH W WIDE

α(ω) = 1 2π cos ( π 2 ν ( 3 2π |ω| − 1 )) ,

GDE ν — PROIZWOLXNAQ OPREDELENNAQ NA INTERWALE (0, 1) FUNKCIQ, UDOWLE- TWORQ@]AQ SOOTNO[ENI@ ν(x) + ν(1 − x) = 1. tO, ^TO NIKAKIH DRUGIH OGRANI^ENIJ NA α NE TREBUETSQ, SLEDUET IZ TOGO FAKTA, ^TO OPREDELIW NA PERIODE FUNKCI@ m0(ω) = φ̂(2ω). pOLU^IM, ^TO φ̂(2ω) = m0(ω)φ̂(ω). —TOGO DOSTATO^NO, ^TOBY FUNKCIQ φ POROVDALA kma.

gRAFIKI BAZISNYH FUNKCIJ mEJERA I IH PREOBRAZOWANIJ fURXE PRI- WEDENY NA rIS. 1.

rIS. 1

oDIN IZ SAMYH PROSTYH PRIMEROW kma DA@T PROSTRANSTWA V^j , SOSTO- Q]IE IZ SPLAJNOW MINIMALXNOGO DEFEKTA S UZLAMI W TO^KAH k2^{−j} , k ∈ Z. nAPOMNIM, ^TO SPLAJNOM PORQDKA l MINIMALXNOGO DEFEKTA S UZLAMI W CELO^ISLENNYH TO^KAH NAZYWAETSQ FUNKCIQ, QWLQ@]AQSQ MEVDU L@BY- MI DWUMQ SOSEDNIMI UZLAMI POLINOMOM PORQDKA NE WY[E l I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ l−1 RAZ WO WSEH TO^KAH (WKL@^AQ UZLY). sLU^AJ l = 0 SOOTWETSTWUET KUSO^NO-POSTOQNNYM FUNKCIQM, A l = 1 — NEPRERYWNYM KUSO^NO-LINEJNYM. zAFIKSIRUEM l I W KA^ESTWE PROSTRANSTWA V^0, PO- ROVDA@]EGO kma, WOZXMEM SOWOKUPNOSTX SPLAJNOW PORQDKA l S UZLAMI W CELO^ISLENNYH TO^KAH, PRINADLEVA]IH PROSTRANSTWU L^2 (R). qSNO, ^TO “TO PROSTRANSTWO INWARIANTNO OTNOSITELXNO CELO^ISLENNYH SDWIGOW AR- GUMENTA, KROME TOGO, O^EWIDNO, ^TO V^0 ⊂ V^1. wOZMOVNOSTX PRIBLIVENIQ FUNKCIJ IZ L^2 (R) S PROIZWOLXNOJ NAPERED ZADANNOJ TO^NOSTX@ SPLAJNA-

MI IZ V^n TAKVE QWLQETSQ IZWESTNYM IZ TEORII SPLAJNOW FAKTOM. pO“TO- MU PROSTRANSTWO V^0 QWLQETSQ HORO[IM KANDIDATOM DLQ GENERACII kma. dLQ DOKAZATELXSTWA SWOJSTWA G) kma NUVNO IMETX PODHODQ]IJ BAZIS PROSTRANSTWA V^0, SOSTOQ]IJ IZ CELO^ISLENNYH SDWIGOW ODNOJ FUNKCII, PRIGODNYJ DLQ POSLEDU@]EJ ORTOGONALIZACII. sAMYM PROSTYM TAKIM BAZISOM QWLQETSQ BAZIS POROVDENNYJ B-SPLAJNOM.

nAPOMNIM OPREDELENIE B-SPLAJNA PORQDKA l. sNA^ALA DADIM INDUK- TIWNOE OPREDELENIE. B-SPLAJNOM PORQDKA 0 NAZYWA@T FUNKCI@

B_0(x) = { 1, x ∈ [0, 1), 0, x ∉ [0, 1). eSLI NAMI OPREDELEN B-SPLAJN PORQDKA l, TO SPLAJN l + 1-GO PORQDKA OPREDELQETSQ ^EREZ SWERTKU

B_{l+1} = B_l ∗ B_0.

sPLAJN Bl IMEET NOSITELX, PRINADLEVA]IJ OTREZKU [0, l + 1], PRI^EM GRAFIK B-SPLAJNA SIMMETRI^EN OTNOSITELXNO TO^KI (l + 1)/2. wWIDU TOGO ^TO_^ B_0(ω) = e^{−iω/2} sin ω/2 ω/2 , PO TEOREME O SWERTKE DLQ PROIZWOLXNOGO l POLU^IM B̂_l(ω) = e^{−ilω/2} ( sin ω/2 ω/2 )_l . bAZISY SDWIGOW B-SPLAJNOW IME@T MASSU DOSTOINSTW. w ^ASTNOSTI, B- SPLAJNY IME@T MINIMALXNYJ RAZMER NOSITELQ IZ WSEH SPLAJNOW DANNOGO PORQDKA. oDNAKO CELO^ISLENNYE SDWIGI B-SPLAJNOW PRI l > 0 NEORTOGO- NALXNY.

oDIN IZ WOZMOVNYH SPOSOBOW ORTOGONALIZACII SISTEMY SDWIGOW B- SPLAJNOW BYL PREDLOVEN bATTLOM [B] I lEMARXE [L].

rASSMOTRIM OB]IJ METOD ORTOGONALIZACII PROIZWOLXNOGO BAZISA SDWI- GOW {φ(x−n)} W PROSTRANSTWE V^0, QWLQ@]EGOSQ BAZISOM rISSA, T.E., KOGDA NAJDUTSQ TAKIE DWE KONSTANTY C1 I C2, ^TO DLQ L@BOJ POSLEDOWATELX- NOSTI {cn}, DLQ KOTOROJ^∑ |cn|^2 < ∞, SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

C_1 ∑ n |c_n|^2 ≤ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ n c_nφ(• − n) ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ 2 ≤ C_2 ∑ n |c_n|^2. (1)

dOKAZATELXSTWO WOZMOVNOSTI ORTOGONALIZACII PROIZWOLXNOGO BAZISA rIS- SA, SOSTOQ]EGO IH SDWIGOW ODNOJ FUNKCII TAKIM OBRAZOM, ^TO NOWYJ (UVÉ ORTOGONALXNYJ) BAZIS TAKVE SOSTOIT IZ SDWIGOW ODNOJ FUNKCII, QWLQET- SQ WTORYM (POSLE OPREDELENIQ kma) WAVNEJ[IM MOMENTOM KLASSI^ESKOJ STATXI s.mALLA [Ma].

wWIDU ORTOGONALXNOSTI PREOBRAZOWANIQ fURXE NORMA FUNKCII RAWNA NORME EE PREOBRAZOWANIQ fURXE, PO“TOMU SREDNIJ ^LEN POSLEDNEGO NERA- WENSTWA MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE ‖ ‖ ‖ ‖ ∑ n c_nφ(• − n) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 = ∫_∞ −∞ | | | | ∑ n c_ne^{−inω}φ̂(ω) | | | | 2 dω = ∫_{2π} 0 | | | | | ∑ n c_ne^{−inω} | | | | | 2 ∑ l |φ̂(ω + 2πl)|^2 dω = ∫_{2π} 0 |α(ω)|^2Φ^2(ω) dω, GDE α(ω) =^∑_n cne^{−inω} I Φ(ω) =^{(∑}_l |φ̂(ω + 2πl)|^{2)1/2}. pOSKOLXKU KWAD- RAT NORMY FUNKCII α RAWEN 2π^∑_n |cn|^2, TO PODBOR φ, POROVDA@]IH BAZIS rISSA SWODITSQ K WYQSNENI@, KAKIM OBRAZOM MOVET IZMENQTXSQ (UWELI^IWATXSQ ILI UMENX[ATXSQ) NORMA FUNKCII IZ L^2 (T) POSLE EE UM- NOVENIQ NA NEKOTORU@ PERIODI^ESKU@ (W NA[EM SLU^AE POLOVITELXNU@) FUNKCI@ Φ. hORO[O IZWESTNO (I PO^TI O^EWIDNO), ^TO sup α∈L2 (T) ‖αΦ‖_2 ‖α‖_2 = ess sup |Φ(ω)|^{def}= M,

inf α∈L2 (T) ‖αΦ‖_2 ‖α‖_2 = ess inf |Φ(ω)|^{def}= m.

tAKIM OBRAZOM, DLQ TOGO ^TOBY BAZIS SDWIGOW, POROVDENNYJ FUNKCIEJ φ, BYL BAZISOM rISSA, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO WYPOLNENIE NERAWENSTW

0 < m ≤ M < ∞. pRI “TOM C_1 = 2πm^2, C_2 = 2πM^2.

sLEDU@]AQ PROBLEMA — ORTOGONALIZACIQ PROIZWOLXNOGO BAZISA rISSA, SOSTOQ]EGO IZ SDWIGOW FUNKCII φ. qSNO, ^TO NAM DOSTATO^NO W KA^ESTWE FUNKCII ϕ, POROVDA@]EJ ORTONORMIROWANNYJ BAZIS SDWIGOW DOSTATO^NO WZQTX FUNKCI@, ^XE PREOBRAZOWANIE fURXE OPREDELQETSQ FORMULOJ ϕ̂(ω) = φ̂(ω) √ 2πΦ(ω) .

wWIDU NERAWENSTWA m > 0 POSLEDNEE RAWENSTWO OPREDELENO KORREKTNO. kROME TOGO, KAVDAQ IZ FUNKCIJ PARY ϕ I φ QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBI- NACIEJ CELO^ISLENNYH SDWIGOW DRUGOJ FUNKCII. —TO SLEDUET IZ TOGO, ^TO IH PREOBRAZOWANIQ fURXE OTLI^A@TSQ MNOVITELEM^√2πΦ(ω), QWLQ- @]IMSQ 2π-PERIODI^ESKOJ OGRANI^ENNOJ FUNKCIEJ, OBRATNAQ K KOTOROJ 1/ √ 2πΦ(ω) TAKVE OGRANI^ENA. sLEDOWATELXNO, KO“FFICIENTAMI RAZLO-

VENIQ ODNOJ IZ FUNKCIJ PO BAZISU SDWIGOW DRUGOJ QWLQ@TSQ KO“FFICIEN- TY fURXE FUNKCII^√2πΦ(ω) ILI OBRATNOJ K NEJ OGRANI^ENNOJ FUNKCII. lEGKO WIDETX, ^TO OPREDELENNAQ TAKIM OBRAZOM FUNKCIQ ϕ UDOWLETWORQET RAWENSTWU (4.6) — NEOBHODIMOMU I DOSTATO^NOMU USLOWI@ ORTOGONALXNOS- TI SDWIGOW.

w SLU^AE B-SPLAJNOW PRI l = 1 SPRAWEDLIWA FORMULA

Φ^2(ω) = 1 3 ( 1 + 2 cos^2 ω 2 ) , (2)

A SPLAJN bATTLA — lEMARXE 1-GO PORQDKA OPREDELQETSQ FORMULOJ

ϕ̂(ω) = √ 2 3π e^{−iω} 4 sin^2 ω/2

ω^2(1 + 2 cos^2 ω/2)^{1/2} . kOMPLEKSNU@ “KSPONENTU ZDESX MOVNO OPUSTITX, POSKOLXKU “TO PRIWEDET WSEGO LI[X K SDWIGU GRAFIKA FUNKCII WPRAWO NA EDINICU.

pRI l = 2

Φ^2(ω) = 8 15 + 13 30 cos ω + 1 30 cos^2 ω, (3)

A SPLAJN bATTLA — lEMARXE 2-GO PORQDKA OPREDELQETSQ FORMULOJ

ϕ̂(ω) = e^{−i3ω/2} 8 sin^3 ω/2 ω^3(1 + 2 cos^2 ω/2)^{1/2} ( 8 15 + 13 30 cos ω + 1 30 cos^2 ω )_{−1/2} . fORMULY DLQ FUNKCII Φ PRI PROIZWOLXNOM l MOVNO NAJTI W KNIGE ~.~UI

[Ch].

§15. oRTOGONALXNYE WSPLESKI dOBE[I.

pOQWLENIE W 1988 GODU (SM. [D1]) ORTOGONALXNYH BAZISOW WSPLESKOW S KOMPAKTNYM NOSITELEM STALO TEM IMPULXSOM, BLAGODARQ KOTOROMU NA^A- LOSX LAWINOOBRAZNOE RAZWITIE WSEJ TEORII WSPLESKOW. sAMA IDEQ POSTRO- ENIQ TAKIH BAZISOW POSLE PRIWEDENNOJ WY[E OB]EJ TEORII WSPLESKOW KA- VETSQ LEVA]EJ NA POWERHNOSTI. nO NUVNO U^ITYWATX, ^TO FAKTI^ESKI

WSPLESKI S KOMPAKTNYM NOSITELEM BYLI POSTROENY E]E DO USTANOWIW- [IHSQ OB]IH WZGLQDOW.

wAVNO TAKVE OTMETITX, ^TO POSTROENIE BAZISOW i.dOBE[Í PROWODITSQ ISHODQ LI[X IZ TREBOWANIQ KONE^NOSTI NOSITELQ BAZISNYH FUNKCIJ, T.E. PO BOLX[OMU S^ETU, IZ TREBOWANIQ MINIMIZACII WY^ISLITELXNYH ZATRAT DLQ ALGORITMOW DEKOMPOZICII I REKONSTRUKCII. pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO POLU^A@]IESQ BAZISY OBLADA@T I DRUGIMI HORO[IMI SWOJSTWAMI, NEOBHODIMYMI DLQ TOGO, ^TOBY ONI MOGLI BYTX ISPOLXZOWANY KAK APPA- RAT DLQ OBRABOTKI SIGNALOW ILI PRIBLIVENIQ FUNKCIJ. w PERWU@ O^E- REDX, WAVNO, ^TO POLU^A@]IESQ FUNKCII OBESPE^IWA@T HORO[EE RAZDELE- NIE ^ASTOT MEVDU RAZNYMI ^ASTOTNYMI UROWNQMI RAZLOVENIQ. wPRO^EM, “TOT PARAMETR QWLQETSQ W OPREDELENNOJ STEPENI REGULIRUEMYM.

iTAK, PEREJDEM NEPOSREDSTWENNO K POSTROENI@ BAZISOW dOBE[I. pRED- POLOVIM, ^TO FUNKCIQ φ S KOMPAKTNYM NOSITELEM POROVDAET ORTOGO- NALXNYJ BAZIS WSPLESKOW TOGDA KO“FFICIENTY W MAS[TABIRU@]EM URAW- NENII (4.1) MOGUT BYTX WY^ISLENY PO FORMULE

h_n = 2 ∫_∞ −∞ φ(x)φ(2x − n) dx. wWIDU KOMPAKTNOSTI NOSITELQ FUNKCII φ LI[X KONE^NOE ^ISLO KO“FFI- CIENTOW hn OTLI^NO OT NULQ. tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ

m_0(ω) = 1 √ 2 ∑ h_ne^{−inω} QWLQETSQ TRIGONOMETRI^ESKIM POLINOMOM. i ZADA^A POSTROENIQ ORTOGO- NALXNYH BAZISOW S KOMPAKTNYM NOSITELEM SWODITSQ K NAHOVDENI@ POLI- NOMIALXNYH RE[ENIJ URAWNENIQ (4.7).

pREVDE ^EM ZANQTXSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (4.7), NAJDEM METOD WOSSTA- NOWLENIQ FUNKCII φ PO EE POLINOMU m0. wO-PERWYH, DLQ φ S KOMPAKTNYM NOSITELEM EE PREOBRAZOWANIE fURXE QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ FUNKCIEJ. pRI “TOM MOVNO DOKAZATX, ^TO UVE IZ NEPRERYWNOSTI FUNKCII φ̂ W NULE SLEDUET (SM. [D2]), ^TO φ̂(0) ≠ 0.^9 nEWYPOLNENIE “TOGO USLOWIQ WLE^ET NARU[ENIE USLOWIQ PLOTNOSTI PROSTRANSTW V^n W L^2(R). tOGDA IZ MAS- [TABIRU@]EGO URAWNENIQ (4.3) POLU^IM, ^TO m0(0) = 1.

9bOLEE TOGO, |φ̂(0)| = 1/^√2π.

wOSPOLXZOWAW[ISX NUVNOE ^ISLO RAZ MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM

(4.3), POLU^IM

φ̂(ω) = φ̂(ω/2)m_0(ω/2) =

φ̂(ω/4)m_0(ω/4)m_0(ω/2) = · · · = 1 √ 2π ∞∏ k=1 m_0(2^{−k}ω). (1)

pUSTX TEPERX m0 — TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM, UDOWLETWORQ@]IJ URAW- NENI@ (4.7). kAKIM DOPOLNITELXNYM SWOJSTWAM ON DOLVEN UDOWLETWO- RQTX, ^TOBY PO FORMULE (1) POLU^ALASX FUNKCIQ, KOTORAQ IMEET KOM- PAKTNYJ NOSITELX I POROVDAET kma PROSTRANSTWA L^2 (R)?

sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE DWE LEMMY^{10}

lEMMA 1. [Ma]. eSLI m0 — 2π-PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ, UDOWLETWO- RQ@]AQ URAWNENI@ (4.7), I PROIZWEDENIE (1) SHODITSQ PO^TI WS@DU, TO EGO PREDEL QWLQETSQ FUNKCIEJ IZ L^2 (R) S NORMOJ ‖φ̂‖_2 ≤ 1.

lEMMA 2. [DD]. eSLI DLQ TRIGONOMETRI^ESKOGO POLINOMA T (ω) = ∑_{N2} k=N1 γke −ikω SPRAWEDLIWO RAWENSTWO T (0) = 1, TO ∏∞

n=1 T (2^{−n}ω) QWLQ- ETSQ CELOJ FUNKCIEJ “KSPONENCIALXNOGO TIPA, ^XE PREOBRAZOWANIE fU- RXE PRINADLEVIT OTREZKU [N_1, N_2].

k SOVALENI@, WYPOLNENIE USLOWIQ (4.7) E]E NE GARANTIRUET TOGO, ^TO FUNKCIQ φ, SU]ESTWOWANIE KOTOROJ SLEDUET IZ lEMMY 1, POROVDAET kma PROSTRANSTWA L^2 (R). dLQ TOGO ^TOBY FUNKCIQ φ POROVDALA kma NUV- NO, ^TOBY ONA UDOWLETWORQLA USLOWI@ (4.6). kLASSI^ESKIJ PRIMEROM, KOGDA DLQ m0 SPRAWEDLIWO RAWENSTWO (4.7), A POROVDAEMAQ PO FORMULE (1) FUNKCIQ φ̂ NE UDOWLETWORQET (4.6), QWLQETSQ FUNKCIQ

m_0(ω) = 1 + e^{−iω} 2 ( 1 − e^{−iω} + e^{−2iω} ) = 1 + e^{−3iω} 2 = e^{−3iω/2} cos 3ω 2 . pODSTANOWKA EE W FORMULU (1) DAST NAM FUNKCI@

φ̂(ω) = e^{−3iω/2} √ 2π sin 3ω/2 3ω/2 , 10iH DOKAZATELXSTWO TAKVE MOVNO NAJTI W [D2]

DLQ KOTOROJ SPRAWEDLIWO RAWENSTWO ∑ |φ̂(ω + 2πl)|^2 = 1 2π ( 1 3 + 4 9 cos ω + 2 9 cos 2ω ) . pOSLEDNEE WYRAVENIE OBRA]AETSQ W NULX PRI ω = 2π/3, PO“TOMU SDWIGI FUNKCII φ NE TOLXKO NE OBRAZU@T ORTOGONALXNOGO BAZISA, NO DAVE NE QWLQ@TSQ BAZISOM rISSA.

oDNAKO SU]ESTWUET USLOWIE SFORMULIROWANNOE a.kO“NOM [C] W TERMI- NAH NULEJ FUNKCII m0, KOTOROE POLNOSTX@ OPISYWAET POLINOMY m0, PO- ROVDA@]IE kma. bUDEM GOWORITX, ^TO KOMPAKTNOE PODMNOVESTWO PRQ- MOJ K KONGRU“NTNO OTREZKU [−π, π] PO MODUL@ 2π, ESLI EGO MERA RAWNA 2π, I DLQ KAVDOGO ξ ∈ [−π, π] NAJDETSQ TAKOE CELOE l, ^TO ξ + 2πl ∈ K. iNYMI SLOWAMI, ESLI PRQMU@, NA KOTOROJ NAHODITSQ MNOVESTWO K, ”NA- MOTATX” NA EDINI^NU@ OKRUVNOSTX, TO KAVDAQ TO^KA OKRUVNOSTI BUDET POKRYTA KAKOJ-NIBUDX IZ TO^EK MNOVESTWA K.

sPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ TEOREMA, PRINADLEVA]AQ kO“NU (SM. [C]).

tEOREMA 1. pUSTX m_0 — TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM, UDOWLETWO- RQ@]IJ USLOWI@ (4.7), A FUNKCIQ φ OPREDELENA PO FORMULE (1). tOGDA FUNKCII {φ(x − n)} OBRAZU@T ORTONORMIROWANNU@ SISTEMU W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA NAJDETSQ KOMPAKTNOE MNOVESTWO K, KON- GRU“NTNOE OTREZKU [−π, π] I SODERVA]EE OKRESTNOSTX NULQ, DLQ KOTO- ROGO inf_{k>0} inf_{ω∈K} |m_0(2^{−k}ω)| > 0.

uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI, PRIWEDENNOE W tEOREME 1 PROWERITX NE O^ENX PROSTO. oDNAKO W BOLX[INSTWE SLU^AEW MOVNO OGRANI^ITXSQ O^EWIDNY- MI SLEDSTWIQMI tEOREMY 1. nAPRIMER, DLQ ORTOGONALXNOSTI SDWIGOW DOSTATO^NO^{11} WYPOLNENIE NERAWENSTWA inf |ω|≤π/2 |m_0(ω)| > 0. nA SAMOM DELE, IZ tEOREMY 1 MOVNO WYWESTI (kO“N (SM. [C]), ^TO DLQ ORTOGONALXNOSTI DOSTATO^NO OTSUTSTWIE NULEJ POLINOMA m0 NA OTREZKE

[−π/3, π/3]. oDNAKO “TOT FAKT UVÉ NE QWLQETSQ TRIWIALXNYM SLEDSTWIEM

tEOREMY 1. zAMETIM, ^TO DLQ STANDARTNYH PRAKTI^ESKI WAVNYH PRILO- VENIJ DLQ PROWERKI ORTOGONALXNOSTI DOSTATO^NO WOSPOLXZOWATXSQ SAMYM

11sM. mALLA [Ma]

SLABYM IZ SLEDSTWIJ, TAK KAK W BOLX[INSTWE SLU^AEW m0 OBRA]AETSQ W NULX LI[X W TO^KAH ω = ±π.

pEREJDEM TEPERX NEPOSREDSTWENNO K POISKU POLINOMIALXNYH RE[ENIJ

m_0(ω) = 1 √ 2 ∑ h_ne^{−inω} URAWNENIQ (.7). kAK BYLO OTME^ENO W NA^ALE “TOGO PARAGRAFA, FUNKCIQ

m_0 OBQZANA IMETX NULX W TO^KE π. pUSTX “TOT NULX IMEET KRATNOSTX^{12}

N. tOGDA DLQ POLINOMA m0 SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

m_0(ω) = ( 1 + e^{−iω} 2 )_N L(ω), GDE L(ω) — TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM. mY BUDEM RASSMATRIWATX SLU- ^AJ WE]ESTWENNOGO kma, PO“TOMU WSE KO“FFICIENTY hn WE]ESTWENNY. sLEDOWATELXNO, WE]ESTWENNY I KO“FFICIENTY POLINOMA L. wWEDEM W RASSMOTRENIE NOWYJ NEOTRICATELXNYJ TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM

M_0(ω)^{def}= |m_0(ω)|^2.

sOGLASNO (4.7) POLINOM M0 UDOWLETWORQET URAWNENI@

M_0(ω) + M_0(ω + π) = 1 (2)

I MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE

M_0(ω) = ( cos ω 2 )_{2N} L(ω), GDE L(ω) = |L(ω)|^2. wWIDU TOGO, ^TO POLINOM L IMEET WE]ESTWENNYE KO- “FFICIENTY, POLINOM L QWLQETSQ ^ETNYM, SLEDOWATELXNO, ON QWLQETSQ AL- GEBRAI^ESKIM POLINOMOM OTNOSITELXNO cos ω, A ZNA^IT, ALGEBRAI^ESKIM POLINOMOM P OTNOSITELXNO sin^2 ω/2 = (1 − cos ω)/2. wWEDQ OBOZNA^ENIE

x = sin^2 ω/2, POLU^IM, ^TO ZADA^A (2) SWODITSQ K NAHOVDENI@ RE[ENIQ

URAWNENIQ_{(1 − x)N P (x) + xN P (1 − x) = 1. (3)}

rAZUMEETSQ, POSKOLXKU 0 ≤ sin^2 ω/2 ≤ 1, NAM NEOBHODIMO WYPOLNENIE POSLEDNEGO RAWENSTWA LI[X NA OTREZKE [0, 1], ODNAKO QSNO, ^TO PRI “TOM ONO BUDET SPRAWEDLIWO NA WSEJ WE]ESTWENNOJ OSI.

dLQ DOKAZATELXSTWA RAZRE[IMOSTI URAWNENIQ (3) SFORMULIRUEM I DO- KAVEM SLEDU@]U@ LEMMU.

12uWELI^ENIE KRATNOSTI “TOGO NULQ WEDET K POWY[ENI@ GLADKOSTI BAZISNYH FUNK- CIJ.

lEMMA 3. pUSTX P_1, P_2, R — ALGEBRAI^ESKIE POLINOMY STEPENI SO- OTWETSTWENNO m, n I < m + n, PRI^EM POLINOMY P_1 I P_2 NE IME@T OB]IH KORNEJ. tOGDA NAJDUTSQ TAKIE POLINOMY Q_1 I Q_2 STEPENI NE WY[E n − 1 I m − 1, ^TO

P_1(x)Q_1(x) + P_2(x)Q_2(x) = R(x). (4)

pOLINOMY Q_1 I Q_2 OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO.

zAME^ANIE. dANNAQ LEMMA W ^UTX MENEE OB]EJ FORME PRIWODITSQ W

[D2, S. 169] I [D1]. pRIWEDENNOE NIVE DOKAZATELXSTWO OSNOWANO NA DRUGOJ

IDEE I NESKOLXKO KORO^E.

dOKAZATELXSTWO LEMMY 3. pUSTX {x_i}^m_{i=1} — NULI POLINOMA P_1. tOGDA, POSKOLXKU STEPENX POLINOMA Q2 MOVET DOSTIGATX m − 1, ON MOVET BYTX POSTROEN ISHODQ IZ INTERPOLQCIONNYH USLOWIJ Q2(xi) = R(xi)/P2(xi), GDE RAWESTWO WYPOLNQETSQ S KRATNOSTX@ KORNQ xi. dELENIE ZDESX OPREDE- LQETSQ KORREKTNO, POSKOLXKU P2(xi) ≠ 0. pOLINOM Q1 NAHODITSQ ANALO- GI^NYM OBRAZOM PO ZNA^ENIQM W TO^KAH {yi}^n_{i=1} — NULQH POLINOMA P2.

wYPOLNENIE RAWENSTWA (4) SLEDUET IZ EGO WYPOLNENIQ S U^ETOM KRAT- NOSTI W n + m TO^KAH, POSKOLXKU EGO LEWAQ I PRAWAQ ^ASTI — POLINOMY PORQDKA NE WY[E n + m − 1.

wWIDU EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ RASSMOTRENNOJ WY[E INTERPOLQCION- NOJ ZADA^I (WOOB]E GOWORQ, S KRATNYMI TO^KAMI) POLINOMY Q1 I Q2 OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO.

tAKIM OBRAZOM, SOGLASNO lEMME 3 NAJDETSQ EDINSTWENNAQ PARA POLI- NOMOW P1 I P2 PORQDKA NE WY[E N − 1, UDOWLETWORQ@]IH URAWNENI@

(1 − x)^N P_1(x) + x^N P_2(x) = 1. (5)

sDELAW W POSLEDNEM RAWENSTWE ZAMENU x → 1 − x, WWIDU EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ URAWNENIQ (5) POLU^IM, ^TO P1(x) = P2(1 − x). zNA^IT, POLINOM

P_0(x) = P_1(x) QWLQETSQ EDINSTWENNYM RE[ENIEM URAWNENIQ (3) PORQDKA

NE WY[E N − 1.

eSLI NE TREBOWATX ^TOBY RE[ENIE URAWNENIQ (3) IMELO MINIMALXNU@ STEPENX, TO EGO WYBOR STANOWITSQ NEODNOZNA^NYM. oDNAKO MINIMIZACIQ STEPENI POLINOMA RAWNOZNA^NA MINIMIZACII RAZMERA NOSITELQ FUNKCIJ BAZISA, ^TO OB˙QSNQET OSOBU@ WAVNOSTX TAKOGO RE[ENIQ. sU]ESTWUET E]E ODIN ARGUMENT W POLXZU TAKOGO WYBORA. s TO^KI ZRENIQ PRIKLADNYH

ZADA^ WAVNO, ^TOBY ^ASTOTNAQ HARAKTERISTIKA FILXTRA m0 PO WOZMOV- NOSTI HORO[O PRIBLIVALA STUPENXKU — FUNKCI@, RAWNU@ EDINICE PRI

|ω| < π/2 I RAWNU@ NUL@ PRI π/2 < |ω| < π. w ^ASTNOSTI, “TO TREBOWANIE

OZNA^AET, ^TO FUNKCIQ m0(ω) DOLVNA IMETX MAKSIMALXNO PLOSKIJ GRA- FIK WBLIZI TO^EK 0 I π, GDE m0(0) = 1, m0(π) = 0. sTEPENX VE PLOSKOSTI GRAFIKA W NEPOSREDSTWENNOJ BLIZOSTI OT “TIH TO^EK OPREDELQETSQ LI[X KRATNOSTX@ W NIH NULQ PROIZWODNOJ FUNKCII m0. tAKIM OBRAZOM, MI- NIMALXNOSTX NOSITELQ PRI FIKSIROWANNOM N I MAKSIMALXNAQ PLOSKOSTX RE[ENIQ URAWNENIQ (4.7) W DWUH TO^KAH PRI DANNYH RAZMERAH NOSITELQ (ILI STEPENI POLINOMA m0) PRIWODQT K ODNOMU I TOMU VE REZULXTATU.

dLQ RE[ENIQ MINIMALXNOJ STEPENI LEGKO WYPISATX EGO QWNYJ WID. w SAMOM DELE, URAWNENIE (3), WOSPOLXZOWAW[ISX FORMULOJ tEJLORA, MOVNO PEREPISATX W WIDE

P_0(x) = (1 − x)^{−N} ( 1 − x^N P_0(1 − x) ) = N−1∑ k=0 ( N + k − 1 k ) x^k + O(x^N ).

pOSKOLXKU P0 — POLINOM PORQDKA N −1, TO SLAGAEMOE O(x^N ) W POSLEDNEM RAWENSTWE MOVNO OTBROSITX.

nAJDEM TEPERX OB]IJ WID POLINOMIALXNOGO RE[ENIQ URAWNENIQ (3) DLQ FIKSIROWANNOGO N. pUSTX P (x) = P0(x) + P1(x). tOGDA

(1 − x)^N P_1(x) + x^N P_1(1 − x) = 0. (6)

sLEDOWATELXNO, POLINOM P1(x) DELITSQ NA x^N , T.E. P1(x) = x^N Q(x). wY- POLNIW PODSTANOWKU P1 W (6) I SOKRATIW POLU^ENNOE WYRAVENIE NA x^N , POLU^IM, ^TO Q(x) + Q(1 − x) = 0. tAKIM OBRAZOM, W KA^ESTWE Q MOVNO WZQTX PROIZWOLXNYJ POLINOM, ^EJ GRAFIK CENTRALXNO SIMMETRI^EN OTNO- SITELXNO TO^KI (0,1/2). zNA^IT, MOVNO S^ITATX, ^TO Q(x) = R(1/2 − x), GDE R — PROIZWOLXNYJ NE^ETNYJ POLINOM. oKON^ATELXNO POLU^IM, ^TO PROIZWOLXNOE POLINOMIALXNOE RE[ENIE URAWNENIQ (3) PREDSTAWIMO W WIDE

P (x) = P_0(x) + x^N R( 1 2 − x), A ZNA^IT, PROIZWOLXNOE RE[ENIE M0 URAWNENIQ (2) WYRAZITSQ W WIDE

M_0(ω) = ( cos ω 2 )_{2N} L(ω) = ( cos ω 2 )_{2N} ( P_0 ( 1 − cos ω 2 ) + ( sin ω 2 )_{2N} R ( 1 + cos ω 2 )) .

nAM OSTAETSQ RAZOBRATXSQ S RAZRE[IMOSTX@ URAWNENIQ |L(ω)|^2 = L(ω). qSNO, ^TO DLQ RAZRE[IMOSTI “TOGO URAWNENIQ NEOBHODIMA NEOTRICATELX- NOSTX POLINOMA L. oKAZYWAETSQ, ^TO WYPOLNENIQ “TOGO USLOWIQ DOSTA- TO^NO DLQ RAZRE[IMOSTI. tO^NEE, SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ LEMMA, PRI- NADLEVA]AQ rISSU.

lEMMA 4. pUSTX A(ω) = K∑ k=0 a_k cos kω, a_m ∈ R, NEOTRICATELXNYJ TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM. tOGDA NAJDETSQ TA- KOJ TRIGONOMETRI^ESKIJ POLINOM B(ω) = K∑ k=0 b_ke^{ikω} , b_m ∈ R, ^TO |B(ω)|^2 = A(ω).

tAKIM OBRAZOM, MY POLU^ILI IS^ERPYWA@]EE OPISANIE WSEH POLINO- MOW, UDOWLETWORQ@]IH (4.7). dLQ TOGO ^TOBY PROWERITX, POROVDAET LI KONKRETNOE RE[ENIE m0 ORTOGONALXNYJ BAZIS S KOMPAKTNYM NOSITELEM, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ TEOREMOJ 1. w ^ASTNOSTI, m0 BUDET POROVDATX ORTONORMIROWANNYJ BAZIS SDWIGOW, ESLI P (x) — POLOVITELEN NA OTREZKE

[0, 1]. zAMETIM, ^TO POLINOM P_0 POLOVITELEN DLQ L@BOGO N.

pRI N = 1, R(z) ≡ 0 POLU^AETSQ BAZIS hAARA. gRAFIKI BAZISNYH FUNKCIJ φ(x), ψ(x) I ABSOL@TNYH WELI^IN SOOTWETSTWU@]IH IM FUNK- CIJ m0(ω), m1(ω) PRI N = 2, 3 PRIWEDENY SOOTWETSTWENNO NA rIS. 1 I 2.

rIS. 1

rIS. 2

rIS. 3

§16. bAZISY WSPLESKOW S NEOGRANI^ENNYMI NOSITELQMI,

DOPUSKA@]IE “FFEKTIWNYE ^ISLENNYE ALGORITMY

bOLEE GLUBOKIJ ANALIZ I REALIZACI@ IDEJ, IZLOVENNYH W “TOM PARA- GRAFE MOVNO NAJTI W RABOTAH [HV] [p4].

nA^NEM S NEKOTORYH ^ASTNYH PRIMEROW, STAW[IH ISTO^NIKOM OB]EJ IDEI. w KAKOM-TO SMYSLE MY OB˙EDINIM ZDESX PODHODY K POSTROENI@ BAZISOW, RAZWITYE W §§14 I 15.

kOGDA MY RE[ALI W PREDYDU]EM PARAGRAFE URAWNENIE (4.7), TO SWELI EGO K BOLEE PROSTOMU URAWNENI@ (15.2). pOSLE EGO RE[ENIQ, NAM OSTAETSQ PODOBRATX FUNKCI@ m0, DLQ KOTOROJ |m0(ω)|^2 = M0(ω). tAKIM OBRA- ZOM, WYBOR FUNKCII |m0| ODNOZNA^EN, A WYBOR m0 — NEODNOZNA^EN. i. dOBE[I WYBRALA RE[ENIE, GARANTIROWANNOE LEMMOJ rISSA. w REZULXTA- TE FUNKCIQ m0 OKAZYWAETSQ POLINOMOM, ^TO WEDET K ALGORITMAM RAZLO- VENIQ I WOSSTANOWLENIQ, REALIZUEMYM W WIDE SWERTOK S OKNOM MALOGO RAZMERA. tAKIE SWERTKI W RADIOTEHNIKE NAZYWA@T FILXTRAMI S KONE^-

NOJ IMPULXSNOJ HARAKTERISTIKOJ ILI kih-FILXTRAMI. bATTL I lEMA-

RXE PRI ORTOGONALIZACII SISTEMY WSPLESKOW, POROVDENNYH B-SPLAJNAMI, PRI NEOBHODIMOSTI ”IZWLE^X KORENX” PO[LI DRUGIM PUTEM. oNI WYBRA- LI PRI RE[ENII URAWNENIJ (14.2) I (14.3) ARIFMETI^ESKIJ KORENX. pRI “TOM POLU^A@]IESQ FUNKCII m0 NE QWLQ@TSQ POLINOMAMI, PO“TOMU SOOT- WETSTWU@]IE FILXTRY IME@T BESKONE^NU@ IMPULXSNU@ HARAKTERISTIKU (bih-FILXTRY).

nA PERWYJ WZGLQD, KAVETSQ, ^TO MY SRAWNIWAEM RAZNYE ZADA^I. nO NA SAMOM DELE URAWNENIQ (14.2) I (14.3) MOVNO LEGKO PEREFORMULIROWATX W TERMINAH FUNKCII m0. dLQ KUSO^NO-LINEJNYH SPLAJNOW

|m_0(ω)|^2 = ( cos ω 2 )_4 1 + 2 cos2 ω/2

1 + 2 cos^2 ω

, (1)

A DLQ KUSO^NO-KWADRATI^NYH SPLAJNOW

|m_0(ω)|^2 = ( cos ω 2 )_6 16 + 13 cos ω + cos2 ω

16 + 13 cos 2ω + cos^2 2ω

. (2)

pRAWYE ^ASTI URAWNENIJ (1) I (2) QWLQ@TSQ RACIONALXNYMI FUNKCIQ- MI OT PEREMENNOJ ω. pRI^EM I ^ISLITELX, I ZNAMENATELX “TOJ FUNKCII — NEOTRICATELXNYE ^ETNYE POLINOMY. k NIM PRIMENIMA LEMMA rIS- SA. pO“TOMU SU]ESTWUET RACIONALXNAQ KOMPLEKSNAQ TRIGONOMETRI^ESKAQ

FUNKCIQ m0 S WE]ESTWENNYMI KO“FFICIENTAMI ^ISLITELQ I ZNAMENATE- LQ. nA PERWYJ WZGLQD, MOVET POKAZATXSQ, ^TO TAKOE RE[ENIE NE PRIWEDET K SKOLX-NIBUDX POLEZNYM SWOJSTWAM BAZISOW. pOLU^ENNAQ RACIONALXNAQ TRIGONOMETRI^ESKAQ FUNKCIQ IMEET BESKONE^NO MNOGO NENULEWYH KO“FFI- CIENTOW fURXE. pO-PREVNEMU, KAK I DLQ SPLAJNOW bATTLA — lEMARXE, PRIDETSQ IMETX DELO S bih-FILXTRAMI, T.E. PRI PRQMOJ FORME REALI- ZACII ALGORITMA RAZLOVENIQ (SM. §6) NEOBHODIMO WY^ISLQTX SWERTKI S WESXMA BYSTRO (“KSPONENCIALXNO) UBYWA@]EJ, NO WSE-TAKI BESKONE^NOJ, POSLEDOWATELXNOSTX@. pRI “TOM W OTLI^IE OT NIH POSLEDOWATELXNOSTX KO“FFICIENTOW fURXE NOWYH FUNKCIJ NE BUDET SIMMETRI^NOJ, A GRAFIKI POROVDA@]IH BAZIS FUNKCIJ φ I ψ NE BUDUT NI ^ETNYMI, NI NE^ETNYMI FUNKCIQMI, ^TO PRI PRO^IH RAWNYH USLOWIQH QWLQETSQ SU]ESTWENNYM PREIMU]ESTWOM SPLAJNOW bATTLA-lEMARXE.

pREIMU]ESTWO RACIONALXNYH RE[ENIJ URAWNENIJ (1) I (2) ZAKL@^A- ETSQ W TOM, ^TO ^ASTX ALGORITMA RAZLOVENIQ, SOOTWETSTWU@]AQ ^ISLITE- L@, REALIZUETSQ KAK SWERTKA S FINITNYM OKNOM, A ^ASTX, SOOTWETSTWU@- ]AQ ZNAMENATEL@, REALIZUETSQ S POMO]X@ TAK NAZYWAEMOGO REKURSIWNOGO

FILXTRA.

pOQSNIM, KAK “TO DELAETSQ. nO SNA^ALA NAPOMNIM, ^TO z-PREOBRAZOWA- NIEM POSLEDOWATELXNOSTI {an} NAZYWAETSQ FUNKCIQ A(z) =^∑_{k∈Z} akz^{−k}, ESLI POSLEDNIJ RQD RAWNOMERNO SHODITSQ W NEKOTOROM KOLXCE, SODERVA- ]EM EDINI^NU@ OKRUVNOSTX, ILI W DRUGOM, PODHODQ]EM DLQ KONKRETNOJ ZADA^I SMYSLE. iNOGDA IMEET SMYSL S^ITATX, ^TO A(z) — FORMALXNYJ RQD lORANA. qSNO, ^TO z-PREOBRAZOWANIE SWQZANO S PREOBRAZOWANIEM fU- RXE SOOTNO[ENIEM â(ω) = A(e^{iω}. sWERTKA ^ISLOWOJ POSLEDOWATELXNOSTI

{x_k} S FILXTROM {h_k } MOVET BYTX PREDSTAWLENA LIBO WO WREMENNOJ OB-

LASTI PO FORMULE yk =^∑_{n∈Z} xnhk−n (ILI y = x ∗ h), LIBO W ^ASTOT- NOJ OBLASTI W WIDE ŷ(ω) = x̂(ω) ·^^h(ω), LIBO W OBLASTI z-PREOBRAZOWANIQ

Y (z) = X(z)H(z). pOSKOLXKU RACIONALXNAQ TRIGONOMETRI^ESKAQ FUNK-

CIQ H(e^{iω}, NE IME@]AQ POL@SOW NA WE]ESTWENNOJ OSI, PREDSTAWIMA W WIDE H(e^{iω} ) = Ce^{iNω} ∏_K k=1(1 − α_ke^{iω} ) ∏_{M1} k=1(1 − ξ_ke^{iω)} ∏_{M2} k=1(1 − ζ_ke^{−iω} ) , GDE WSE ^ISLA {ξk}, {ζk} PO MODUL@ NE PREWY[A@T EDINICU, TO SWERTKA S POSLEDOWATELXNOSTX@, IME@]EJ PREOBRAZOWANIE fURXE H(e^{iω)}, MOVNO REALIZOWATX W WIDE KOMPOZICII PROSTEJ[IH OPERATOROW ^ETYREH TIPOW:

1) uMNOVENIE SIGNALA NA KONSTANTU C;

2) sDWIG SIGNALA NA N OTS^ETOW; 3) sWERTKA S DWUHTO^E^NYM OKNOM WIDA {1, −αk} (MNOVITELI ^ISLITELQ DROBI); 4) sWERTKA S POSLEDOWA- TELXNOSTX@ WIDA

h_n = { ξ^n, n ≥ 0, 0, n < 0; ( ILI hn = { ξ^{−n}, n ≤ 0, 0, n > 0. ) rEALIZACIQ OPERATOROW 1) — 3) QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM REALI- ZACII OPERATORA SWERTKI W PRQMOJ FORME. oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA REALIZACII ^ETWERTOGO OPERATORA, KOGDA TREBUETSQ WY^ISLITX SWERTKU S POSLEDOWATELXNOSTX@ {hn}, IME@]U@ z-PREOBRAZOWANIE WIDA H(z) =

(1 − ξz^{−1})^{−1}. nESMOTRQ NA TO, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX {h_n} IMEET NE-

OGRANI^ENNYJ NOSITELX, ALGORITM SWERTKI MOVET BYTX REALIZOWAN W KOMPAKTNOJ FORME. w ANALOGOWOJ RADIOTEHNIKE “TOT PRIEM NAZYWA@T

OBRATNOJ SWQZX@, A W CIFROWOJ OBRABOTKE — REKURSIWNYM FILXTROM.

pOSKOLXKU DLQ |ξ| < 1 IMEEM ∑ n_∈Z

y_nz^{−n def}= ∑ n∈Z x_nz^{−n} 1 1 − ξz^{−1} = ∑ n∈Z x_nz^{−n} +∞∑ n=0 ξ^nz^{−n} = ∑ n∈Z (_{+∞} ∑ k=0 x_{n−k}ξ^k ) z^{−n}, TO y_n = +∞∑ k=0 x_{n−k}ξ^k = +∞∑ k=0 x_{n−1−k}ξ^{k+1}+x_n = ( +∞∑ k=0 x_{n−1−k} ξ^k)ξ+x_n = y_{n−1}ξ+x_n. pOLU^ENNAQ REKURRENTNAQ FORMULA NAZYWAETSQ “LEMENTARNYM REKURSIW-

NYM FILXTROM.

eSLI NAJDETSQ TAKOE N, ^TO xn = 0 PRI n < N, PRI TEH VE n IME- EM yn = 0, I REKURSIWNYJ FILXTR DAET TO^NU@ REALIZACI@ FORMULY SWERTKI S POSLEDOWATELXNOSTX@ {hn}. rAZUMEETSQ, W “TOM SLU^AE PRQMAQ REALIZACIQ FORMULY TAKVE DOPUSKAET TO^NU@ REALIZACI@, ODNAKO ARIF- METI^ESKIE ZATRATY NA PRQMU@ REALIZACI@ ZNA^ITELXNO WY[E ZATRAT, KOTORYE TREBUET REKURSIWNYJ FILXTR.

eSLI VE NOSITELX SIGNALA DWUSTORONNE NEOGRANI^EN, TO WWIDU TOGO, ^TO REALXNYJ ALGORITM SWERTKI NA^INAET SWO@ RABOTU S NEKOTOROGO FIK- SIROWANNOGO OTS^ETA k0, NA WYHODE POLU^IM LI[X PRIBLIVENNOE ZNA^ENIE

SWERTKI. oDNAKO TO^NOSTX EGO WOZRASTAET SO WREMENEM EGO FUNKCIONIRO- WANIQ W GEOMETRI^ESKOJ PROGRESSII, GDE ZNAMENATELX PROGRESSII RAWEN ξ. qSNO, ^TO REKURSIWNAQ REALIZACIQ FILXTROW NEIZBEVNO WEDET K NEKOTO- RYM ISKAVENIQM NA KRAQH OBRABATYWAEMOGO SIGNALA I “TO NUVNO U^ITY- WATX, ODNAKO OBY^NO ^TO “TI ISKAVENIQ NEWELIKI (ESLI MALA WELI^INA

|ξ|) I OKAZYWA@T LI[X NESU]ESTWENNOE WLIQNIE NA KA^ESTWO OBRABOTKI.

w SLU^AE, KOGDA SU]ESTWU@T NENULEWYE bn S KAK UGODNO BOLX[IMI OT- RICATELXNYMI NOMERAMI, REKURSIWNYJ FILXTR MOVET BYTX REALIZOWAN, NA^INAQ S NEKOTOROGO NOMERA N, PO“TOMU W EGO REALIZACII NEIZBEVNO PRI- SUTSTWUET POGRE[NOSTX, KOTORAQ UBYWAET S KAVDYM [AGOM SO SKOROSTX@ GEOMETRI^ESKOJ PROGRESSII SO ZNAMENATELEM ξ.

aNALOGI^NYM OBRAZOM OPERATOR, ZADAWAEMYJ FORMULOJ ∑ n_∈Z

y_nz^{−n def}= 1 1 − ξz ∑ n∈Z x_nz^{−n}, MOVET BYTX REALIZOWAN W WIDE “LEMENTARNOGO REKURSIWNOGO FILXTRA yn =

y_{n+1}ξ + x_n. rEALIZACIQ SWERTKI S TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTX@ OTLI^AET-

SQ TEM, ^TO SIGNAL NA REKURSIWNYJ FILXTR NUVNO PODAWATX W PORQDKE UBYWANIQ INDEKSOW.

zAMETIM, ^TO W DALXNEJ[EM NAM INOGDA BUDET UDOBNO OTKLONQTXSQ OT REALIZACII SWERTOK PO TOLXKO ^TO IZLOVENNOJ OB]EJ SHEME. nAPRIMER, NAM BUDET UDOBNO OSTAWLQTX W ZNAMENATELE MNOVITELI WIDA 1 − ξe^{−2iω} , POSKOLXKU SOOTWETSTWU@]IJ IM REKURSIWNYJ FILXTR REALIZUETSQ W WI- DE yn = yn−2ξ + xn, ^TO PRO]E, ^EM POSLEDOWATELXNAQ REALIZACIQ DWUH FILXTROW S EDINI^NYM SDWIGOM.

pOSMOTRIM, KAK IZWLEKAETSQ KORENX IZ RAWENSTW (1) I (2). u URAWNENIQ

1 + 2 cos^2 ω/2 = 2 + cos ω = |a + be^{iω} |^2

SU]ESTWUET ^ETYRE WE]ESTWENNYH RE[ENIQ a1 = (^√2 − 1)/2, b1 = (^√2 +

1)/2; a_2 = (− √ 2 − 1)/2, b_2 = (− √ 2 + 1)/2; a_3 = −( √ 2 − 1)/2, b_3 = −( √ 2 + 1)/2; a_4 = −(− √ 2 − 1)/2, b_4 = −(− √ 2 + 1)/2. wTOROE I ^ETWERTOE

RE[ENIQ WEDUT K NEUSTOJ^IWYM REKURSIWNYM FILXTRAM, I POTOMU MY IH OTBRASYWAEM. pERWOE I TRETXE RE[ENIQ PRIWODQT K ODNOMU I TOMU VE BAZISU S TO^NOSTX@ DO PEREMENY ZNAKA. w ITOGE POLU^AEM 4 RAZNYH RE[ENIQ URAWNENIQ (1):

m^1_0(ω) = ( cos ω 2 )_2 1 + (2 − √3)eiω

1 + (2 − √ 3)e^{2iω} , m^2_0(ω) = ( cos ω 2 )_2 1 + (2 − √3)e−iω

1 + (2 − √ 3)e^{2iω} ,

m^3_0(ω) = ( cos ω 2 )_2 1 + (2 − √3)eiω

1 + (2 − √ 3)e^{−2iω} ,

m^4_0(ω) = ( cos ω 2 )_2 1 + (2 − √3)e−iω

1 + (2 − √ 3)e^{−2iω} . gRAFIKI BAZISNYH FUNKCIJ, SOOTWETSTWU@]IH m^3_0 I m^4_0 OTLI^A@TSQ OT

m^1_0 I m^2_0 LI[X SIMMETRIEJ.

dLQ URAWNENIQ (2) UDOBNO SNA^ALA RAZLOVITX WYRAVENIE 16+13 cos ω+

cos^2 ω NA MNOVITELI (cos ω + c_1)(cos ω + c_2), GDE c_{12} = −(13 ± √ 105)/2

(c_1 ≈ 1.37625, c_2 ≈ 11.6235). uRAWNENIE WIDA cos ω + α = |a + be^{iω} |^2, GDE

α > 1, IMEET DWE PARY WE]ESTWENNYH RE[ENIJ

a_1 = √ α + 1 + √ α − 1 2 ; b_1 = √ α + 1 − √ α − 1 2 ;

a_2 = √ α + 1 − √ α − 1 2 ; b_2 = √ α + 1 + √ α − 1 2 ; I E]E DWA RE[ENIQ, OTLI^A@]IHSQ OT PRIWEDENNYH ZNAKOM. kAK I PRI RE[ENII URAWNENIQ (1), POLEZNYM DLQ NAS OKAZYWAETSQ LI[X PERWOE RE- [ENIE. nESMOTRQ NA “TO URAWNENIE IMEET MNOGO RE[ENIJ. oDNO IZ NIH

m^1_0(ω) ≈ ( cos ω 2 )_3 (1 + 0.43070eiω )(1 + 0.0431eiω )

(1 + 0.43070e^{2iω} )(1 + 0.0431e^{2iω} ) . oSTALXNYE 15 RE[ENIJ POLU^A@TSQ KAK WSE WOZMOVNYE KOMBINACII PRI IZMENENII ZNAKA ARGUMENTOW “KSPONENT. sLEDUET ZAMETITX, ^TO RAZNYE RE[ENIQ IME@T NEZNA^ITELXNYE OTLI^IQ. oNI IME@T ODINAKOWYJ AM- PLITUDNYJ SPEKTR (MODULX PREOBRAZOWANIQ fURXE), SOWPADA@]IJ S AM- PLITUDNYM SPEKTROM SPLAJNOW bATTLA — lEMARXE. oDNAKO, U^ITYWAQ, ^TO NOSITELI BAZISNYH FUNKCIJ OGRANI^ENY S ODNOJ STORONY, WEROQTNO, DLQ NEKOTORYH ZADA^ (NAPRIMER, DLQ PREDSTAWLENIQ RE^EWYH SIGNALOW) SU]ESTWENNA STORONA S KOTOROJ OGRANI^EN NOSITELX BAZISNYH FUNKCIJ.

mY RASSMOTRELI ZADA^U ”RACIONALIZACII” BAZISOW KUSO^NO-LINEJNYH I KUSO^NO-PARABOLI^ESKIH SPLAJNOW. rAZUMEETSQ, TE VE RASSUVDENIQ MOVNO PROWESTI I DLQ SPLAJNOW BOLEE WYSOKOGO PORQDKA. nO MY SEJ^AS

POPYTAEMSQ ISSLEDOWATX BOLEE OB]U@ ZADA^U NAHOVDENIQ kma, DOPUS- KA@]IH KONE^NOMERNU@ REALIZACI@ ALGORITMOW RAZLOVENIQ I WOSSTA- NOWLENIQ SIGNALOW, T.E. ALGORITMOW, KOTORYE MOVNO ORGANIZOWATX KAK KOMPOZICI@ SWERTKI S KONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTX@ I “LEMENTARNYH REKURSIWNYH FILXTROW.

dEJSTWUQ PO ANALOGII S §15, MY BUDEM ISKATX RE[ENIQ URAWNENIQ

(15.2), NO NE SREDI TRIGONOMETRI^ESKIH POLINOMOW, A SREDI ^ETNYH PO-

LOVITELXNYH RACIONALXNYH TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ. pRI “TOM WMESTO URAWNENIQ (15.3) MY POLU^IM URAWNENIE

(1 − x)^N P(x) Q(x) + x^N P(1 − x) Q(1 − x) = 1, (3)

GDE P, Q — ALGEBRAI^ESKIE POLINOMY, NEOTRICATELXNYE NA OTREZKE [0, 1]. wKL@^IW STEPENNOJ MNOVITELX W POLINOM P I WYPOLNIW ZAMENU PEREMEN- NOJ x = (y + 1)/2, POLU^IM “KWIWALENTNOE URAWNENIE P (y) Q(y) + P (−y) Q(−y) = 1, (4)

GDE P (y) = P((y + 1)/2), Q(y) = Q((y + 1)/2). nAS USTROQT L@BYE POLO- VITELXNYE NA INTERWALE (−1, 1) RACIONALXNYE FUNKCII P/Q. nESMOTRQ NA OTSUTSTWIE W (4) STEPENNYH MNOVITELEJ, NAM NUVNO POMNITX, ^TO, PO- SKOLXKU m0(0) = 1, m0(π) = 0, RACIONALXNAQ FUNKCIQ P (x)/Q(x) OBQZANA W TO^KAH 1 I –1 OBRA]ATXSQ SOOTWETSTWENNO W NULX I W EDINICU. tAKIM OBRAZOM, “TOT MNOVITELX NEQWNO PRISUTSTWUET W P , PO KRAJNEJ MERE, W STEPENI N = 1.

pOKAVEM, ^TO Q(x) — ^ETNYJ POLOVITELXNYJ NA [−1, 1] POLINOM. pO- LOVITELXNOSTX EGO SLEDUET IZ TOGO, ^TO NA INTERWALE (−1, 1) NEOTRICA- TELXNA DROBX P/Q, KOTORU@ PRI “TOM ESTESTWENNO S^ITATX NESOKRATI- MOJ. ~ETNOSTX, O^EWIDNO, SLEDUET IZ TOGO FAKTA, ^TO DLQ WYPOLNENIQ (4) NEOBHODIMO, ^TOBY POLINOMY Q(x) I Q(−x) IMELI NULI ODINAKOWOJ KRATNOSTI, ^TO DOSTATO^NO DLQ ^ETNOSTI POLINOMA Q. tAKIM OBRAZOM, URAWNENIE (4) PEREPI[ETSQ W O^ENX PROSTOM WIDE

P (y) + P (−y) = Q(y). (6)

sOWSEM NETRUDNO OPISATX WSE WOZMOVNYE EGO RE[ENIQ. wSE NEOTRICA- TELXNYE NA [−1, 1] POLINOMY P , UDOWLETWORQ@]IE DWUM USLOWIQM:

a) P (−1) = 1, P (1) = 0;

B) POLINOM P NE IMEET PAR KORNEJ WIDA ±a (USLOWIE NESOKRATIMOSTI DROBI P/Q);

DA@T WSE WOZMOVNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (6). tAKIM OBRAZOM, DROBX P/Q ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ PO SWOEMU ^ISLITEL@.

zNAMENATELX VE DROBI Q NE POZWOLQET ODNOZNA^NO WOSSTANOWITX DROBX. dEJSTWITELXNO, Q(y) =^∑ b2ky^{2k}. pRI “TOM UDOBNO S^ITATX, ^TO Q(−1) =

Q(1) = 1. pO“TOMU W KA^ESTWE P ZNAMENATEL@ PODHODIT L@BOJ POLINOM

P (y) = ∑ a_ky^k , UDOWLETWORQ@]IJ USLOWIQM A) I B), DLQ KO“FFICIENTOW

KOTOROGO IMEEM 2a2k = b2k. tAKIM OBRAZOM, W WYBORE KO“FFICIENTOW POLINOMA P PRI NE^ETNYH STEPENQH IMEETSQ OPREDELENNYJ PROIZWOL. pRI ESLI U^ESTX, ^TO Q(y) > 0 PRI y ∈ [−1, 1], TO STANOWITSQ QSNO, ^TO TAKIH RE[ENIJ BESKONE^NO MNOGO.

qSNO, ^TO O^ENX NEPROSTO ORIENTIROWATXSQ W TAKOM MNOGOOBRAZII RE- [ENIJ. dLQ TOGO ^TOBY IMETX PREDSTAWLENIE O SWOJSTWAH KONKRETNYH RE[ENIJ NUVNO NAJTI RE[ENIQ “KSTREMALXNYE W TOM ILI INOM SMYSLE.

mY ZDESX RE[IM O^ENX PROSTU@ ZADA^U MAKSIMIZACII PROIZWODNOJ DROBI P/Q W NULE. pRI “TOM MY OGRANI^IMSQ SLU^AEM, KOGDA POLINOM P IMEET LI[X WE]ESTWENNYE KORNI, KOTORYE K TOMU VE NE PRINADLEVAT INTERWALU (−1, 1).

tREBOWANIE DOSTIVENIQ PROIZWODNOJ MAKSIMUMA W TO^KE 0 QWLQETSQ ES- TESTWENNYM, POSKOLXKU ONO FAKTI^ESKI SOOTWETSTWUET TREBOWANI@ MAK- SIMIZACII KRUTIZNY OKTAWNOGO FILXTRA m0. pRI “TOM, KONE^NO, NI^TO NE OBQZYWAET POLU^ENNU@ “KSTREMALXNU@ FUNKCI@ BYTX MONOTONNOJ ILI POROVDATX BAZIS WSPLESKOW S HORO[O LOKALIZOWANNYM NOSITELEM. oDNA- KO OKAZYWAETSQ, ^TO PRI WESXMA NELOGI^NOM TREBOWANII WE]ESTWENNOSTI KORNEJ “KSTREMALXNOE RE[ENIE OKAVETSQ WPOLNE PRIGODNYM, KAK S TO^KI ZRENIQ RAZDELENIQ ^ASTOT, TAK I S TO^KI ZRENIQ LOKALIZACII WO WREMEN- NOJ OBLASTI. pRI “TOM, RAZUMEETSQ, ZADA^A POISKA PODHODQ]IH RE[ENIJ S POLINOMOM P , IME@]IM KOMPLEKSNYE KORNI ILI KORNI NA INTERWALE

(−1, 1) OSTAETSQ AKTUALXNOJ. oDNAKO W “TOM SLU^AE NEOBHODIMY DRU-

GIE OGRANI^ENIQ, ^TOBY ISKL@^ITX RE[ENIQ TIPA POLINOMOW ~EBY[EWA

P_n(x) = (cos n arccos x + 1)/2 NE^ETNOJ STEPENI, KOTORYE, HOTQ I IME@T

BOLX[U@ PROIZWODNU@ W NULE (PRI “TOM Pn(x) + Pn(−x) ≡ 1), NO TRUDNO PREDSTAWITX SEBE ZADA^U, W KOTOROJ POLINOM Pn BYL BY INTERESEN KAK FILXTR. qSNO, ^TO BOLX[OJ INTERES DLQ NA[EJ ZADA^I PREDSTAWLQ@T DROBI zOLOTAREWA, PRIBLIVA@]IE NAILU^[IM OBRAZOM FUNKCI@ sign x NA DWUH OTREZKAH [−1, ε] I [ε, 1].

iTAK, OCENIM PROIZWODNU@ DROBI P (y)/Q(y) W TO^KE y = 0. u^ITYWAQ

(6), W ^ASTNOSTI, ^TO Q — ^ETNYJ POLINOM, IMEEM ( P Q )_′ (0) =

P^′(0)Q(0) + Q^′(0)P (0) Q^2(0) = P^′(0) Q(0) = P^′(0) 2P (0)

. (7)

zNA^ENIE LOGARIFMI^ESKOJ PROIZWODNOJ P^′(y)/P (y) ALGEBRAI^ESKOGO PO- LINOMA P PORQDKA n WYRAVAETSQ PO FORMULE

P^′(y) P (y) = n∑ k=1 1 y − c_k , GDE ck — KORNI POLINOMA P , WSTRE^A@]IESQ W “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI STOLXKO RAZ, KAKOWA IH KRATNOSTX. sLEDOWATELXNO, ABSOL@TNAQ WELI^INA PRAWOJ ^ASTI FORMULY (7) DOSTIGAET MAKSIMUMA, ESLI WSE ck RAWNY 1 ILI –1. pRI “TOM SAMA WELI^INA MAKSIMUMA RAWNA n/2.

tAKIM OBRAZOM, “KSTREMALXNYJ POLINOM PORQDKA N ZAPI[ETSQ W WIDE

R_N (y)^{def}= P (y) Q(y) = (1 − y)^N (1 − y)^N + (1 + y)^N

. (8)

pOLU^ENNAQ FUNKCIQ OPREDELQET ^ASTOTNU@ HARAKTERISTIKU HORO[O IZ- WESTNOGO W RADIOTEHNIKE FILXTRA bUTTERWORTA. pROANALIZIRUEM, ^TO NAM DAET FORMULA (8) PRI NEKOTORYH MALYH ZNA^ENIQH N.

pRI N = 1 MY, RAZUMEETSQ, POLU^IM SISTEMU hAARA. pRI N = 2 IMEEM R2 = (1 − y)^2/2(1 + y^2). pRI N = 3 IMEEM R3 =

(1−y)^3/2(1+3y^2). sRAWNIM OPTIMALXNYE BAZISY, POSTROENNYE NA OSNOWE

FILXTROW bUTTERWORTA, S POLU^ENNYMI WY[E BAZISAMI IZ SPLAJNOW I S BAZISAMI dOBE[I. dLQ ODNOOBRAZIQ PRI POMO]I ZAMENY PEREMENNOJ x →

(x + 1)/2 PREDSTAWIM POLINOMY P_0, SOOTWETSTWU@]IE BAZISAM dOBE[I,

I RACIONALXNYE FUNKCII, SOOTWETSTWU@]IE SPLAJNAM, W FORME UDOBNOJ DLQ SRAWNENIQ.

dLQ POLINOMOW, SOOTWETSTWU@]IH BAZISAM dOBE[I IMEEM

N = 2, P_0(x) = ( 1 − x 2 )_2

(2 + x), P^′_0(0) = −^3_4

N = 3, P_0(x) = ( 1 − x 2 )_3 ( 4 + 9 2 x + 3 2 x^2 ) , P^′_0(0) = −^{15}_{16}

N = 4, P^′_0(0) = −^{35}_{32} .

dLQ KUSO^NO-LINEJNYH SPLAJNOW

S_1(x) = ( 1 − x 2 )_2 2 − x 1 + 2x^2

, S^′_1(0) = − 5 4 , A DLQ KUSO^NO-PARABOLI^ESKIH SPLAJNOW

S_2(x) = ( 1 − x 2 )_3

16 − 13x + x^2

4 + 22x^2 + 4x^4

, S^′_2(0) = − 61 32 . qSNO, ^TO ZATRATY NA RAZLOVENIE I WOSSTANOWLENIE FUNKCIJ GRUBO MOVNO S^ITATX PROPORCIONALXNYMI SUMMARNOJ STEPENI ^ISLITELQ I ZNAMENA- TELQ FUNKCII |m0|^2. oCENKA “TA NE SOWSEM TO^NA, POSKOLXKU MNOVITELI WIDA 1 − x OBHODQTSQ W DWA RAZA ”DE[EWLE” S TO^KI ZRENIQ ARIFMETI^ES- KIH ZATRAT. tO VE KASAETSQ ZNAMENATELQ DROBI. tAK KAK W NEGO WHODQT LI[X ^ETNYE STEPENI, TO SOOTWETSTWU@]IE IM REKURSIWNYE FILXTRY DEJSTWU@T NA PROREVENNOJ W DWA RAZA POSLEDOWATELXNOSTI OTS^ETOW, ^TO, ESTESTWENNO, WEDET K DWUHKRATNOJ “KONOMII ARIFMETI^ESKIH ZATRAT.

iZ PRIWEDENNYH GRAFIKOW MAS[TABIRU@]IH FUNKCIJ I SOOTWETSTWU- @]IH IM FUNKCIJ m0 WIDNO, ^TO WYBOR W KA^ESTWE |m0|^2 FUNKCII R2 PRIWODIT S TO^KI ZRENIQ PROSTRANSTWENNYH I SPEKTRALXNYH SWOJSTW BA- ZISOW PRAKTI^ESKI K TOMU VE “FFEKTU, ^TO I DLQ FUNKCII P0, SOOTWET- STWU@]EJ SLU^A@ N = 3, T.E. DLQ BAZISNOJ FUNKCII D3. oDNAKO PRI REKURSIWNOJ REALIZACII FILXTRA DLQ ODNOMERNYH SIGNALOW ZATRATY NA POLNU@ DEKOMPOZICI@ SOSTAWLQ@T 6 OPERACIJ NA TO^KU, A W SLU^AE FILXT- RA dOBE[I 14 OPERACIJ NA TO^KU. sLU^AJ R3 PRIMERNO SOOTWETSTWUET SLU^A@ D7. pRI “TOM ARIFMETI^ESKIE ZATRATY SOOTWETSTWENNO RAWNY 8 I 38 OPERACIJ NA TO^KU. pRI DALXNEJ[EM ROSTE PORQDKA REKURSIW- NOGO FILXTRA WYIGRY[ PO OTNO[ENI@ K SHODNOMU PO HARAKTERISTIKAM FILXTRU dOBE[I STANOWITSQ E]E BOLEE ZAMETNYM.

sRAWNIM TEPERX ZATRATY NA REALIZACI@ OPTIMALXNOGO REKURSIWNOGO FILXTRA I NEOPTIMALXNYH SPLAJN-FILXTROW. fILXTR S1 S TO^KI ZRENIQ RAZDELENIQ ^ASTOT PRIMERNO SOOTWETSTWUET FILXTRAM R3 I D5. pRI “TOM ARIFMETI^ESKIE ZATRATY RAWNY SOOTWETSTWENNO 10, 8 I 26. tAKIM VE OBRAZOM S WYSOKOJ TO^NOSTX@ BLIZKI S2, R4 I D10. a DLQ IH REALIZACII TREBUETSQ SOOTWETSTWENNO 18, 12 I 56 OPERACIJ NA TO^KU.

rAZUMEETSQ, DLQ SVATIQ ZWUKOWYH SIGNALOW I IZOBRAVENIJ POSLEDNIJ PRIMER, WEROQTNO, PREDSTAWLQET MALYJ INTERES, TAK KAK W “TOM SLU^AE BAZISNYE FUNKCII SLI[KOM GLADKIE. oDNAKO DLQ FILXTRACII SIGNALOW GLADKOSTX NE QWLQETSQ POMEHOJ, A LI[X WEDET K BOLEE KA^ESTWENNOMU RAZ- DELENI@ ^ASTOT.

§17. mif o linejnoj faze. 97

§17. mIF O LINEJNOJ FAZE.

bOLX[INSTWO STATEJ, W KOTORYH STROQTSQ NOWYE BAZISY WSPLESKOW ILI IH ANALOGI, NA^INA@TSQ S UTWERVDENIQ, ^TO BAZISY WSPLESKOW dOBE[I S KOMPAKTNYM NOSITELEM, NESMOTRQ NA MNOGIE IH POLOVITELXNYE SWOJST- WA, OBLADA@T TEM SU]ESTWENNYM NEDOSTATKOM, ^TO GRAFIKI FUNKCIJ “TIH BAZISOW PRINCIPIALXNO NE MOGUT BYTX SIMMETRI^NYMI ILI CENTRALXNO SIMMETRI^NYMI. pO “TOJ PRI^INE FILXTRY {hk}, {gk} TAKVE NE OBLA- DA@T SWOJSTWOM SIMMETRII, ^TO OZNA^AET OTSUTSTWIE U TAKIH FILXTROW SWOJSTWA LINEJNOSTI FAZY. wTORYM NEDOSTATKOM OTSUTSTWIQ SIMMETRII, TO^NEE, DOSTOINSTWOM EE PRISUTSTWIQ, QWLQETSQ WOZMOVNOSTX UPROSTITX ZA S^ET SIMMETRII NEKOTORYE WY^ISLENIQ.

pOQSNIM POSLEDNEE NA PRIMERE. eSLI ^ISLA POSLEDOWATELXNOSTI {hk} OTLI^NY OT NULQ LI[X PRI k = −n, −n + 1, . . . , n − 1, n I SIMMETRI^- NY OTNOSITELXNO NULEWOGO OTS^ETA, TO PRI PRQMOJ REALIZACII SWERTKI ∑_{m+n} k=m−n ckhk−m TREBUETSQ 4n + 1 ARIFMETI^ESKAQ OPERACIQ NA TO^KU,

A ESLI U^ESTX SIMMETRI@ FILXTRA, TO TOT VE WYHODNOJ SIGNAL MOVNO PREDSTAWITX W WIDE cmh0 +^{∑n}_{k=1}(cm−k + cm+k)hk. pO“TOMU DLQ TAKOJ REALIZACII TREBUETSQ WSEGO 3n + 1 OPERACIQ. rAZUMEETSQ, “TO RASSUV- DENIE QWLQETSQ DOSTATO^NO SERXEZNYM ARGUMENTOM DLQ POISKA BAZISOW WSPLESKOW S “FFEKTIWNYMI ALGORITMAMI RAZLOVENIQ I WOSSTANOWLENIQ, ^XI GRAFIKI OBLADA@T SIMMETRIEJ. oDNAKO OTNOSITELXNO “TOJ PROB- LEMY MOVNO ZAMETITX, ^TO REALXNO DOSTI^X 30-PROCENTNOGO WYIGRY[A W WY^ISLITELXNYH ZATRATAH NA PRAKTIKE UDAETSQ NE WSEGDA, POSKOLXKU ISPOLXZUEMYE W NASTOQ]EE WREMQ BYSTRYE ALGORITMY REALIZU@TSQ PRI POMO]I SPECIALXNYH PROCEDUR, A NE NA PRQMOM WY^ISLENII SWERTOK.

bOLEE GLUBOKOGO RASSMOTRENIQ ZASLUVIWAET PROBLEMA OTSUTSTWIQ U FILXTRA LINEJNOJ FAZY. —TA PROBLEMA WAVNA, KOGDA DLQ OBRABOTKI SIG- NALOW ISPOLXZU@TSQ ALGORITMY, DLQ KOTORYH WAVNY NE TOLXKO AMPLI- TUDNYE, NO I FAZOWYE HARAKTERISTIKI OBRABATYWAEMYH SIGNALOW. —TO PREVDE WSEGO OTNOSITSQ K ALGORITMAM OBNARUVENIQ SIGNALOW, KOGDA ALGO- RITM NASTRAIWAETSQ NA OPREDELENNYJ FAZOWYJ HARAKTER POLEZNOGO SIG- NALA, POZWOLQ@]IJ OSU]ESTWLQTX EGO NAKOPLENIE. pRI “TOM WNESENIE ISKAVENIJ W FAZU WEDET K SAMOUNI^TOVENI@ SIGNALA PRI NAKOPLENII. pO“TOMU K FILXTRU PRED˙QWLQETSQ TREBOWANIE, ^TOBY ON WLIQL LI[X NA AMPLITUDU ^ASTOTNYH KOMPONENT, NO NE NA IH FAZU. w KRAJNEM SLU^AE, RAZRE[AETSQ WREMENNOJ SDWIG SIGNALA, ^TO W ^ASTOTNOJ OBLASTI WEDET K UMNOVENI@ SPEKTRA NA e^{iτ ω} . tAKIM OBRAZOM, “TA PROBLEMA MOVET WOZ-

NIKNUTX, ESLI RAZLOVENIE PO WSPLESKAM ISPOLXZUETSQ KAK PROMEVUTO^- NAQ OPERACIQ PREDWARITELXNOJ OBRABOTKI. w SLU^AE VE, KOGDA DLQ ZADA^ FILXTRACII ILI SVATIQ RAZLOVENIE PO WSPLESKAM ISPOLXZUETSQ KAK KO- NE^NAQ CELX OBRABOTKI, OTSUTSTWIE LINEJNOJ FAZY NE QWLQETSQ NEDOSTAT- KOM OBRABOTKI.

pOSMOTRIM TEPERX, DEJSTWITELXNO LI NESIMMETRI^NYE POSLEDOWATELX- NOSTI hk WEDUT K FILXTRAM S NELINEJNOJ FAZOJ, A SIMMETRI^NYE — S LINEJNOJ.

pUSTX, KAK “TO NAMI OBSUVDALOSX RANEE, ISHODNOMU DISKRETNOMU SIG- NALU {fn} POSTAWIM W SOOTWETSTWIE POSLEDOWATELXNOSTX KO“FFICIENTOW

c^{j+1} RAZLOVENIQ PO SDWIGAM MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII PROSTRANSTWA

V^{j+1} PRI FIKSIROWANNOM j. nAJDEM PO FORMULAM (6.11) I (6.12) KO“F-

FICIENTY PROEKCIJ c^j I d^j SIGNALA c^{j+1} NA PROSTRANSTWA V^j I W^{j+1}. rAZUMEETSQ, ESLI S^ITATX ^TO POSLEDOWATELXNOSTI c^j ILI d^j QWLQ@TSQ WYHODNYMI SIGNALAMI, TO ONI, DEJSTWITELXNO, QWLQ@TSQ REZULXTATOM WOZDEJSTWIQ NA WHODNOJ SIGNAL c^{j+1} FILXTRA^¯hn ILI ḡn, NO NE TOLXKO “TIH FILXTROW, NO I OPERATORA PROREVIWANIQ, PO“TOMU KOMPOZICIQ TAKIH DWUH FILXTROW NE QWLQETSQ OPERATOROM SWERTKI I GOWORITX O EGO FAZOWOJ HARAKTERISTIKI MOVNO LI[X W NEKOTOROM PRIBLIVENNOM SMYSLE. tEM NE MENEE, SOGLASNO (7.2) IMEEM

ĉ^j (ω) = 1 √ 2 ( ĉ^{j+1}(ω/2)m_0(ω/2) + ĉ^{j+1}(ω/2 + π)m_0(ω/2 + π) ) . pO“TOMU, S^ITAQ, ^TO WTOROE SLAGAEMOE W SKOBKAH MALO (^TO WPOLNE RE- ZONNO), POLU^IM ĉ^j ≈ 1 √ 2 ĉ^{j+1}(ω/2)m_0(ω/2).

w POSLEDNEJ FORMULE UVE MOVNO GOWORITX O LINEJNOJ FAZE FILXTRA. aNA- LOGI^NYM OBRAZOM MOVNO POSTUPITX I S KO“FFICIENTAMI PROEKCII NA PROSTRANSTWO WSPLESKOW. dLQ NIH SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE d̂^j (ω) ≈ − e^{iω/2}√ 2 ĉ^{j+1}(ω/2 + π)m_0(ω/2).

eSLI VE WSPOMNITX O TOM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTI c^j I d^j “TO WSEGO LI[X KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ SIGNALA PO NEKOTORYM BAZISAM, A ^TOBY WER- NUTXSQ K SAMIM PROEKCIQM SIGNALA NA PROSTRANSTWA V^j I W^j (TO^NEE K

IH SPEKTRAM) NAM NUVNO PODSTAWITX W (7.5) POO^EREDNO ZNA^ENIQ ĉ^j (ω) I

d̂j (ω) IZ FORMUL (7.2) I (7.4), S^ITAQ DRUGOE ZNA^ENIE NULEWYM, TO POLU-

^IM, ^TO SIGNAL c^{j+1} QWLQETSQ SUMMOJ SWOEJ NIZKO^ASTOTNOJ KOMPONENTY

γ^{j+1} (PROEKCII NA V^j )

γ̂^{j+1}(ω) = ĉ^{j+1}(ω)|m_0(ω)|^2 + ĉ^{j+1}(ω + π)m_0(ω)m_0(ω + π) (1)

I WYSOKO^ASTOTNOJ KOMPONENTY β^{j+1} (PROEKCII NA W^j )

β̂^{j+1}(ω) = ĉ^{j+1}(ω)|m_0(ω + π)|^2 − ĉ^{j+1}(ω + π)m_0(ω)m_0(ω + π). (2)

nETRUDNO WIDETX, ^TO PROIZWEDENIE m0(ω)m0(ω + π) MALO, POSKOLXKU, ES- LI m0 — ^ASTOTNAQ HARAKTERISTIKA FILXTRA NIZKOJ ^ASTOTY, KOTORYJ PROPUSKAET ^ASTOTY NIVE π/2 I PODAWLQET ^ASTOTY W DIAPAZONE OT π/2 DO π, TO W KAVDOJ TO^KE MAL LIBO ODIN, LIBO DRUGOJ SOMNOVITELX.

tAKIM OBRAZOM, WIDNO ^TO PERWOE SLAGAEMOE W (1) ESTX SPEKTR SIGNALA, POLU^A@]EGOSQ W REZULXTATE WOZDEJSTWIQ NA SIGNAL c^{j+1} FILXTRA S ^AS- TOTNOJ HARAKTERISTIKOJ |m0(ω)|^2. —TOT FILXTR NEZAWISIMO OT FUNKCII

m_0(ω) NE OKAZYWAET NIKAKOGO WLIQNIQ NA FAZU WYHODNOGO SIGNALA. pRI

“TOM WTOROE SLAGAEMOE W (1) WNOSIT W WYHODNOJ SIGNAL NE INWARIANTNOE OTNOSITELXNO SDWIGA WHODNOGO SIGNALA WOZMU]ENIE. pRI^EM WELI^INA “TOGO WOZMU]ENIQ ZAWISIT TOLXKO OT KA^ESTWA RAZDELENIQ ^ASTOT FILXT- ROM m0(ω) I NIKAK NE SWQZANA S EGO FAZOWOJ HARAKTERISTIKOJ.

aNALOGI^NYE RASSUVDENIQ MOVNO PRIWESTI I DLQ FORMULY (2). pRIWEDENNYE PROSTYE RAS^ETY POKAZYWA@T, ^TO PRI NEKOTORYH WIDAH OBRABOTKI SIGNALA, NAPRIMER, KOGDA ODINAKOWO IZMENQ@TSQ WSE KO“FFI- CIENTY c^j ILI d^j (KAK “TO MOVET BYTX SDELANO DLQ OKTAWNOGO “KWALAJZE- RA) POLU^ENNYJ ITOGOWYJ FILXTR MOVNO S^ITATX FILXTROM S LINEJNOJ FAZOJ NEZAWISIMO OT SIMMETRII WYBRANOJ POSLEDOWATELXNOSTI {hn}. tA- KIM OBRAZOM, SLEDUET IMETX W WIDU, ^TO DAVE W ZADA^AH, GDE TREBOWANIE LINEJNOSTI FAZY FILXTROW QWLQETSQ ESTESTWENNYM, INOGDA MOVNO WOS- POLXZOWATXSQ NESIMMETRI^NYMI BAZISAMI.

§18. dpf KAK INSTRUMENT DLQ

WSPLESK-RAZLOVENIJ ILI NAOBOROT ?

nAPOMNIM, ^TO W §12 BYL RASSMOTREN ALGORITM WY^ISLENIQ KO“FFI- CIENTOW RAZLOVENIJ PO WSPLESKAM, OSNOWANNYJ NA RAZLOVENII SIGNALOW

PO FUNKCIQM PROMEVUTO^NYH BAZISOW, NAZWANNYH NAMI BAZISAMI wINE- RA. gLAWNOE DOSTOINSTWO “TOGO ALGORITMA SOSTOIT W EGO UNIWERSALXNOS- TI. aRIFMETI^ESKIE ZATRATY NA EGO REALIZACI@ NE ZAWISQT NI OT PRO- STRANSTW WSPLESKOW, NI OT BAZISOW SDWIGOW W “TIH PROSTRANSTWAH. eSLI SIGNAL RAZBIWAETSQ NA U^ASTKI PO N = 2^n OTS^ETOW, TO BLAGODARQ IS- POLXZOWANI@ ALGORITMA bpf ^ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ NA ODNU TO^KU PROPORCIONALXNY N log_2 N. ~TO SOWSEM NEPLOHO, ESLI SRAWNIWATX S ZATRATAMI NA PRQMU@ SWERTO^NU@ REALIZACI@ ALGORITMOW DLQ kma, IME@]IH MAS[TABIRU@]EE URAWNENIE S BOLX[IM ^ISLOM KO“FFICIEN- TOW. pRI “TOM ALGORITMY S MALYMI OKNAMI SWERTOK ILI REKURSIWNYE ALGORITMY IME@T MENX[IE ARIFMETI^ESKIE ZATRATY. kROME TOGO, TA- KIE ALGORITMY POZWOLQ@T OBRABATYWATX SIGNAL CELIKOM, NE RAZBIWAQ NA U^ASTKI I IZBEGAQ TEM SAMYM PROBLEMY KRAEWYH “FFEKTOW, SWQZANNYH S PERIODIZACIEJ KUSKOW I IH STYKOWKOJ.

w TO VE WREMQ, IME@TSQ PRI^INY, POZWOLQ@]IE NADEQTXSQ NA WOZMOV- NOSTX PRIMENENIQ ALGORITMOW TIPI^NYH DLQ WSPLESK-RAZLOVENIJ DLQ WY- ^ISLENIQ PREOBRAZOWANIJ TIPA dpf.

sNA^ALA MY PRIWEDEM NAIBOLEE QRKIJ PRIMER, ILL@STRIRU@]IJ SKA- ZANNOE WY[E. rASSMOTRIM W WE]ESTWENNOM PROSTRANSTWE 1-PERIODI^ESKIH FUNKCIJ, kma, POROVDENNYJ BAZISOM hAARA. nAPOMNIM, ^TO W KA^ESTWE FUNKCII φ^n BAZISA hAARA DLQ PROSTRANSTWA V^n BERETSQ FUNKCIQ

φ^n(x)^{def}= { √ n, x ∈ [0, 1/n] 0, x ∉ [0, 1/n], A W KA^ESTWE BAZISNOGO WSPLESKA W PROSTRANSTWE W^n RASSMATRIWAETSQ FUNKCIQ ψ^n(x) = φ(2x) − φ(2x − 1). qSNO, ^TO PRI “TOM

m_0(ω) = 1 + e^{iω} 2 . pUSTX IZWESTNY KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ {c^n_k } PROEKCII fn FUNKCII f NA PROSTRANSTWO V^n PO BAZISU SDWIGOW φ^n. tOGDA ESLI POLNOSTX@ REA- LIZOWATX PROCEDURU RAZLOVENIQ W PAKET WSPLESKOW, KAK “TO OPISANO W §8, TO, OKAZYWAETSQ (SM., NAPR., [CM]) , ^TO KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PRO- EKCIJ NA ODNOMERNYE PROSTRANSTWA W^0_k , k = 0, 1, . . . , 2^n −1, NA WYHODE AL- GORITMA W TO^NOSTI SOWPADA@T S KO“FFICIENTAMI RAZLOVENIQ PO BAZISU uOL[A, A SAMI PROSTRANSTWA W^0_k , ESTESTWENNO, SOSTOQT IZ FUNKCIJ uOL- [A. tAKIM OBRAZOM, ALGORITM RAZLOVENIQ FUNKCII W PAKET WSPLESKOW,

INDUCIROWANNYJ kma S BAZISOM hAARA, “TO ALGORIM bYSTROGO pREOB- RAZOWANIQ uOL[A. eGO MOVNO REALIZOWATX ZA N log_2 N = 2^nn SLOVENIJ I N UMNOVENIJ. tAKIM VE OBRAZOM REALIZUETSQ I oBRATNOE bYSTROE pREOBRAZOWANIE uOL[A KAK ALGORITM REKONSTRUKCII FUNKCII PO KO“F- FICIENTAM EE WSPLESK-PAKETA.

k SOVALENI@, DLQ dISKRETNOGO pREOBRAZOWANIQ fURXE NET TAKOJ PRQ- MOJ SWQZI S PAKETAMI WSPLESKOW. oDNAKO RAZLI^IE MEVDU ALGORITMAMI NE O^ENX WELIKO. fAKTI^ESKI ALGORITM bpf PREDSTAWLQET SOBOJ PO^TI POLNYJ ANALOG ALGORITMA RAZLOVENIQ W PAKET WSPLESKOW. oTLI^IE SO- STOIT W TOM, ^TO PRI REALIZACII bpf NET FIKSIROWANNOJ FUNKCII m0, A W KA^ESTWE m0 ISPOLXZU@TSQ FUNKCII WIDA m(ω) = (1 + γe^{iNω/2})/2, GDE γ — ODIN IZ KORNEJ N-J STEPENI IZ EDINICY. iNTERESNO OTMETITX, ^TO DLQ TOJ ^ASTI ALGORITMA TAKOGO ”PSEWDO PAKETA WSPLESKOW”, KOTORAQ SOOTWETSTWUET RAZLOVENI@ PO WSPLESKAM, T.E. PROEKCIQM NA PROSTRAN- STWA W^j = W^j_1 , KO“FFICIENT γ FUNKCII m0 NEIZMENEN I RAWEN EDINICE, TAK ^TO SAMA FUNKCIQ RAWNA m0(ω) = (1 + e^{iNω/2})/2. qSNO, ^TO TAKAQ FUNKCIQ m0 DALEKA OT TOGO, ^TO MY PONIMAEM POD FILXTROM NIVNIH ^ASTOT, A FUNKCII BAZISOW SDWIGOW PROSTRANSTW W^j , FORMALXNO QWLQQSX WSPLESKAMI, WRQD LI PRIGODNY DLQ RASSMOTRENNYH WY[E ZADA^ SVATIQ SIGNALOW. wO WSQKOM SLU^AE, PROMEVUTO^NYE ORTOGONALXNYE BAZISY I POROVDENNYE IMI PROSTRANSTWA, POLU^A@]IESQ W PROCESSE RAZLOVENIQ, E]E NUVDA@TSQ W DALXNEJ[EM OSMYSLENII. oDNO BESSPORNO — W “TIH PROSTRANSTWAH ^ASTOTY PEREME[ANY, I DLQ TOGO ^TOBY ORGANIZOWATX PO- LOSOWOJ FILXTR NUVNO POLNOSTX@ WYPOLNITX DISKRETNOE PREOBRAZOWANIE fURXE I OSTAWITX W SPEKTRE GARMONIKI, SOOTWETSTWU@]IE ^ASTOTAM PO- LOSY PROPUSKANIQ FILXTRA.

sOWSEM NETRUDNO PODOBRATX TAKU@ FUNKCI@ m0 S HORO[IMI SPEK- TRALXNYMI SWOJSTWAMI, ^TO NA WYHODE ALGORITMA RAZLOVENIQ W PAKET WSPLESKOW POLU^ITSQ SPEKTR SIGNALA, A WSE PROMEVUTO^NYE PROSTRANST- WA SODERVAT OPREDELENNU@ POLOSU SPEKTRA. dLQ “TOGO DOSTATO^NO WZQTX FUNKCI@

m_0(ω) = { 1, |x| ≤ π/2, 0, π/2 < |ω| ≤ π. l@BU@ POLOSU ^ASTOT MOVNO NABRATX IZ POLOS PROSTRANSTW W^j_k . oDNAKO POSTROENIE TAKOGO RAZLOVENIQ QWLQETSQ DOSTATO^NO DOROGIM UDOWOLXST- WIEM. aLGORITM RAZLOVENIQ W PAKET WSPLESKOW BUDET IMETX SLOVNOSTX PORQDKA N^2 log_2 N, A BAZISY WSPLESKOW BUDUT PLOHO LOKALIZOWANY.

tAKIM OBRAZOM, PRI TO^NOM POSTROENII FILXTRA S PROIZWOLXNOJ ZA- DANNOJ a~h PRIDETSQ WYPOLNITX PROCEDURU bpf DO KONCA. w TO VE WREMQ, RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM (PAKETAM WSPLESKOW) MOGUT PRIGODITXSQ, ESLI TREBUETSQ PRIBLIVENNOE POSTROENIE FILXTRA. dLQ “TOJ CELI GODQT- SQ L@BYE kma S HORO[IM RAZDELENIEM ^ASTOT MEVDU PROSTRANSTWAMI, ODNAKO NAIBOLEE PERSPEKTIWNYMI DLQ “TOJ CELI PREDSTAWLQ@TSQ kma, IME@]IE BAZISY, SOSTOQ]IE IZ REKURSIWNYH WSPLESKOW. —TO WYZWANO TEM, ^TO RACIONALXNAQ FUNKCIQ DAVE MALOGO PORQDKA MOVET OBESPE^ITX HORO[U@ KRUTIZNU FILXTRA m0.

pOKAVEM, KAKIM OBRAZOM MOVNO SKONSTRUIROWATX POLOSOWOJ FILXTR S ZADANNOJ POLOSOJ PROPUSKANIQ [ωl, ωu) ⊂ [0, π). pRI “TOM ESTESTWENNO S^ITATX, ^TO ωl = dlπ, ωu = duπ, GDE dl, du, 0 ≤ dl, du ≤ 1, — DWOI^NO- RACIONALXNYE ^ISLA, KOTORYE MOVNO ZAPISATX PRI POMO]I NE BOLEE, ^EM

n = log_2 N CIFR POSLE ZAPQTOJ. ~EREZ Δ OBOZNA^IM SOWOKUPNOSTX TAKIH

DWOI^NYH ^ISEL IZ INTERWALA [dl, du).

dALEE BUDEM POLXZOWATXSQ OBOZNA^ENIQMI §8. aLGORITM SOSTOIT IZ DWUH “TAPOW I STROITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. nA PERWOM “TAPE PO INDUK- CII KONSTRUIRUEM WLOVENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX PROSTRANSTW V^n = W^n_0 ⊃ W^{n−1}_{kn−1} ⊃ . . . ⊃ W^m_{km} TAK, ^TO SPEKTR KAVDOGO IZ “TIH PROSTRANSTW POKRYWAET MNOVESTWO πΔ. pO DRUGOMU “TOT FAKT ZADAETSQ WKL@^ENIQMI [kl2^l/2^n, (kl + 1)2^l/2^n) ⊂ Δ,

l = n, n − 1, . . . , m. zAMETIM, ^TO MOVET SLU^ITXSQ, ^TO m = n. pUSTX

MY POLU^ILI PROSTRANSTWO W^p_{kp} = W^{p−1}_{2kp} ⊕W^{p−1}_{2kp+1}. tOGDA W SLU^AE, KOGDA

(2k_p + 1)2^{p+1}/2^n ∉ Δ, W KA^ESTWE W^{p−1}_{kp−1} WYBIRAETSQ TO IZ PROSTRANSTW

PRQMOJ SUMMY, ^EJ SPEKTR POKRYWAET MNOVESTWO Δπ. w SLU^AE VE, KOGDA

(2k_p + 1)2^{p+1}/2^n ∈ Δ, PEREHODIM KO WTOROMU “TAPU ALGORITMA.

nA^ALOM WTOROGO “TAPA SLUVAT PROSTRANSTWA W^{m−1}_{2km} , W^{m−1}_{2km+1}. kAV- DOE IZ “TIH DWUH PROSTRANSTW POROVDAET SWO@ WLOVENNU@ POSLEDOWA- TELXNOSTX PROSTRANSTW, W KOTOROJ KAVDOE POSLEDU@]EE PROSTRANSTWO ”W DWA RAZA MENX[E” PREDYDU]EGO. rASSMOTRIM POSTROENIE POSLEDO- WATELXNOSTI, SOOTWETSTWU@]EJ ”LEWOJ” ^ASTI SPEKTRA, T.E. PRINADLE- VA]EJ W^{m−1}_{2km} . pOSTROENIE WEDETSQ PO SLEDU@]EJ SHEME. pOLU^ENNOE NA PREDYDU]EM [AGE PROSTRANSTWO PREDSTAWLQETSQ W WIDE SUMMY DWUH PROSTRANSTW, ^TO SOOTWETSTWUET DELENI@ POLOSY ^ASTOT, POKRYWAEMOJ TEKU]IM PROSTRANSTWOM, POPOLAM.

sU]ESTWU@T TRI WARIANTA POLOVENIQ TO^KI DELENIQ ^ASTOTY.

eSLI TO^KA DELENIQ QWLQETSQ LEWYM KONCOM POLUINTERWALA πΔ, TO PRO- EKCIQ NA NIZKO^ASTOTNOE PROSTRANSTWO ZANULQETSQ, A WYSOKO^ASTOTNAQ ^ASTX WKL@^AETSQ W WYHODNOJ SIGNAL, PRI “TOM PROCESS ZAKAN^IWAETSQ.

eSLI TO^KA DELENIQ ^ASTOTY POPADAET WNUTRX MNOVESTWA πΔ, TO PRO- EKCIQ SIGNALA NA WYSOKO^ASTOTNOE PROSTRANSTWO WKL@^AETSQ W WYHODNOJ SIGNAL, A NIZKO^ASTOTNAQ ^ASTX (TO^NEE, PROSTRANSTWO, EE SODERVA]EE) WKL@^AETSQ W UPOMQNUTU@ WLOVENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX. dALEE POLO- SA ^ASTOT, KOTORU@ POKRYWAET WYBRANNOE PROSTRANSTWO, SNOWA DELITSQ POPOLAM.

nAKONEC, W SLU^AE, KOGDA TO^KA DELENIQ ^ASTOTY OKAZYWAETSQ WNE MNO- VESTWA πΔ, PROEKCIQ NA NIZKO^ASTOTNOE PROSTRANSTWO WYWODITSQ IZ RAS- SMOTRENIQ, A WYSOKO^ASTOTNOE PROSTRANSTWO WKL@^AETSQ W KONSTRUIRUE- MU@ WLOVENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX.

s PROSTRANSTWOM W^{m−1}_{2km+1} POSTUPIM SOWER[ENNO ANALOGI^NYM OBRAZOM. w ITOGE, NA WYHODE ALGORITMA POLU^IM KO“FFICIENTY PROEKCIJ WHODNOGO SIGNALA NA PROSTRANSTWA IZ PAKETA WSPLESKOW, PO KOTORYM MOVNO WOSSTA- NOWITX WYHODNOJ SIGNAL.

qSNO, ^TO “TOT ALGORITM DAET LI[X PRIBLIVENNU@ REALIZACI@ PO- LOSOWOGO FILXTRA. oDNAKO TO^NOSTX MOVET REGULIROWATXSQ KOLI^ESTWOM OTWODOW REKURSIWNOGO FILXTRA (STEPENX@ ZNAMENATELQ FUNKCII m0).

pOSTROENNAQ SHEMA OBRABOTKI NE QWLQETSQ ^EM-TO ABSOL@TNO NOWYM. fAKTI^ESKI, S TO^NOSTX@ DO MALOJ DOBAWKI POLU^AETSQ OBY^NYJ REKUR- SIWNYJ FILXTR. oDNAKO PREDLAGAEMAQ SHEMA OBLADAET BOLX[OJ GIBKOS- TX@ I PROSTOTOJ REALIZACII L@BOGO POLOSOWOGO FILXTRA.

zAMETIM, ^TO, KAK BYLO POKAZANO W PREDYDU]EM PARAGRAFE, MOVNO S^ITATX, ^TO POLU^A@]IESQ FILXTRY IME@T SIMMETRI^NU@ ^ASTOTNU@ HARAKTERISTIKU. pO“TOMU S TO^KI ZRENIQ KLASSI^ESKOJ ANALOGOWOJ OB- RABOTKI SIGNALOW ONI NE MOGUT BYTX FIZI^ESKI REALIZUEMYMI. oDNAKO DLQ NAS “TO OZNA^AET WSEGO LI[X TO, ^TO MY NE MOVEM OBRABATYWATX SIG- NAL PO MERE EGO POSTUPLENIQ, A DOLVNY IMETX OBRABATYWAEMYJ U^ASTOK CELIKOM DO NA^ALOM OBRABOTKI.

§19. mULXTIWSPLESKI.

uVE W STATXE i.dOBE[I [D1], GDE BYLI WPERWYE POSTROENY ORTOGO- NALXNYE BAZISY WSPLESKOW S KOMPAKTNYM NOSITELEM, BYLO POKAZANO, ^TO ZA ISKL@^ENIEM kma S BAZISOM hAARA, NE SU]ESTWUET DRUGIH kma S ORTOGONALXNYMI BAZISAMI, ^XI “LEMENTY IME@T KOMPAKTNYJ NOSITELX

I LIBO OSX SIMMETRII, LIBO CENTR SIMMETRII. sLEDOWATELXNO, OPERA- TORY PROEKTIROWANIQ NA PROSTRANSTWA WSPLESKOW NELXZQ TRAKTOWATX KAK FILXTRY S LINEJNOJ FAZOJ.

hOTQ, KAK “TO BYLO POKAZANO W §17, NA NA[ WZGQD, OB OTSUTSTWII LI- NEJNOSTII FAZY MOVNO GOWORITX LI[X W SLU^AE, KOGDA RASSMATRIWAETSQ PROEKCIQ, NA PROSTRANSTWO KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ SIGNALOW PO BA- ZISU, A NE NA SAMO PROSTRANSTWO SIGNALOW, TEM NE MENEE, “TOT ARGUMENT POSLUVIL OSNOWNYM IMPULXSOM K POISKU NOWYH WSPLESKOPODOBNYH BAZI- SOW ^XI “LEMENTY POSLE PODHODQ]EGO SDWIGA ARGUMENTA STANOWQTSQ LIBO ^ETNYMI, LIBO NE^ETNYMI FUNKCIQMI.

nAIBOLEE PERSPEKTIWNYM NAPRAWLENIEM POISKA PODOBNYH BAZISOW S^I- TAETSQ POSTROENIE BAZISOW MULXTIWSPLESKOW.

zA POSLEDNIE GODY TEORIQ BAZISOW MULXTIWSPLESKOW STALA PREDMETOM DETALXNOGO RASSMOTRENIQ (SM., NAPR. [LLS1], [LLS2], [LLS3], [Sh]). oT- PRAWNOJ TO^KOJ DLQ POISKa BAZISOW MULXTIWSPLESKOW SLUVIT INTUITIWNO OPRAWDANNAQ IDEQ POSTROENIQ kma W KOTOROM SWOJSTWO G) oPREDELENIQ 2.1 MOVNO SFORMULIROWATX W WIDE:

G) NAJDETSQ NABOR TAKIH FUNKCIJ φ1, φ2, . . . , φk ∈ V^0, ^TO MNOVESTWO IH SDWIGOW {{φ1(x − n)}, {φ2(x − n)}, . . . , {φk(x − n)}} OBRAZUET ORTONORMI- ROWANNYJ BAZIS PROSTRANSTWA V^0.

hOTQ W PRIWEDENNOJ WY[E FORMULIROWKE NET NI SLOWA O LINEJNOJ FA- ZE ILI SIMMETRII GRAFIKOW FUNKCIJ, BOLX[INSTWO ISSLEDOWATELEJ (SM., NAPR., [PS], [SS], [S], [SH]) STROQT kma S BAZISAMI, UDOWLETWORQ@]IMI IMENNO TAKIM SWOJSTWAM. pRI “TOM WSEGDA DOPOLNITELXNO TREBUETSQ, ^TOBY BAZISY IMELI FINITNYE NOSITELI. —TI TREBOWANIQ OPRAWDANY TEM, ^TO MAS[TABIRU@]EE URAWNENIE DLQ TAKIH kma PRIOBRETAET WID

Φ(t) = ∑ m∈Z C_kΦ(2t − m), (1)

GDE Φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . . φk(t))^T , Ck — MATRICY RAZMERA k × k. pO“TO- MU ARIFMETI^ESKAQ SLOVNOSTX ALGORITMOW REZKO UWELI^IWAETSQ ZA S^ET IH MATRI^NOJ PRIRODY. zNA^IT, DLQ TOGO, ^TOBY NADEQTXSQ NA WOZMOV- NOSTX IH PRIMENENIQ NA PRAKTIKE, ONI DOLVNY OBLADATX KAKIMI-TO SWOJ- STWAMI, KOTORYMI NE OBLADALI IH PRED[ESTWENNIIKI — ORTOGONALXNYE WSPLESKI dOBE[I.

hOTQ W UPOMQNUTYH WY[E RABOTAH RASSMOTREN OB]IJ PODHOD K POSTRO- ENI@ BAZISOW MULXTIWSPLESKOW MY RASSMOTRIM ZDESX LI[X PRIMER kma,

ISSLEDUEMYJ W RABOTE [SH]. —TOT PRIMER SOOTWETSTWUET SLU^A@ k = 2. kO“FFICIENTY MAS[TABIRU@]EGO URAWNENIQ (1) RAWNY

C_0 =

(_3 5 4 √ 2 5 −^1_{10}^√_2 −^3_{10} ) , C_1 =

(_3 5 0 9 10 √ 2 1 ) ,

C_2 = ( 0 0 9 10 √ 2 −^3_{10} ) , C_3 = ( 0 0 −^1_{10}^√_2 0 ) ; A KO“FFICIENTY W MAS[TABIRU@]EM URAWNENII

Ψ(t) = ∑ m∈Z D_kΦ(2t − m), (2)

OPREDELQ@]EM BAZISNYE FUNKCII W PROSTRANSTWE WSPLESKOW OPREDELQ@T- SQ FORMULAMI

D_0 = 1 10 ( −^{1√}_2 −3 1 3 √ 2 ) , D_1 = 1 10 (_{9√} 2 −10 −9 0 ) , D_2 = 1 10 (_{9√} 2 −3 9 −3 √ 2 ) , D_3 = 1 10 ( −^{1√}_2 0 −1 0 ) . oBE BAZISNYE FUNKCII, OPREDELQEMYE MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM (1) QWLQ@TSQ ^ETNYMI I IME@T NOSITELI DLINY 1 I 2. oBE FUNKCII, ZADA- @]IE BAZIS W PROSTRANSTWE WSPLESKOW, OPREDELQEMYE MAS[TABIRU@]IM URAWNENIEM (2), IME@T NOSITELX DLINY 2, PRI^EM ODNA IZ NIH ^ETNA, A DRUGAQ — NE^ETNA. zAMETIM DOPOLNITELXNO, ^TO POLU^ENNYJ kma OBLADAET TEM SWOJSTWOM, ^TO PROEKCIQ LINEJNOJ FUNKCII NA L@BOE IZ PROSTRANSTW V^n SOWPADAET S “TOJ FUNKCIEJ.

pUSTX FUNKCIQ f(t) PRINADLEVIT PROSTRANSTWU V^0 TOGDA f(t) = ∑ n∈Z (c^{(0)}_{1,n}φ_1(t − n) + c^{(0)}_{2,n}φ_2(t − n)).

pROEKCIQ FUNKCII f(t) NA PROSTRANSTWO V^{−1} ZADAETSQ FORMULOJ . . v^{(−1)}_{1,n} v^{(−1)}_{2,n} v^{(−1)}_{1,n+1} v^{(−1)}_{2,n+1} . .

= L

. . v^{(0)}_{1,n} v^{(0)}_{2,n} v^{(0)}_{1,n+1} v^{(0)}_{2,n+1} . .

,

GDE L = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 C_3 C_2 C_1 C_0 0 0 0

0 0 0 C_3 C_2 C_1 C_0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aNALOGI^NYM OBRAZOM ZADAETSQ PROEKCIQ NA PROSTRANSTWO W^{−1}.

tAKIM OBRAZOM, ESLI MY IMEEM KO“FFICIENTY PROEKCII f(t) PROSTRAN- STWO V^0, NE SOSTAWLQET TRUDA REALIZOWATX ALGORITM RAZLOVENIQ. oDNAKO POSTROENIE PROEKCII PROCEDURA DOSTATO^NO NEPRIQTNAQ. w SLU^AE k = 1 MY PRI[LI K WYWODU, ^TO MOVNO PRAGMATI^NO POLAGATX, ^TO KO“FFICI- ENTY RAZLOVENIQ PROEKCII NA PROSTRANSTWO V^0 SOWPADA@T S OTS^ETAMI

f(n) FUNKCII. dLQ MULXTIWSPLESKOW TAKOJ METOD NE PROHODIT, NAPRIMER,

POTOMU ^TO KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ W k RAZ BOLX[E, ^EM OTS^ETOW.

w [SH] PROWODITSQ SRAWNITELXNYJ ANALIZ NESKOLXKIH WARIANTOW DLQ SLU^AQ k = 2

sAMYJ PROSTOJ IZ “TIH WARIANTOW WZQTX DWE KOPII WYBORKI SIGNALA

f(n) W KA^ESTWE KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ PO SDWIGAM BAZISNYH FUNK-

CIJ φ1. nEDOSTATKI TAKOGO METODA O^EWIDNY. pREVDE WSEGO “TO WEDET K ISKAVENIQ@ SIGNALA, ^EGO NET W SLU^AE k = 1. w SAMOM DELE, DLQ KLASSI^ESKIH WSPLESKOW, WOSSTANOWIW SIGNAL POSLE SVATIQ, MY POLU^IM KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISU CELO^ISLENNYH SDWIGOW FUNKCII φ. i ESLI MY IZNA^ALXNO POLAGALI, ^TO ONI SOWPADA@T SO ZNA^ENIQMI SIGNA- LA, TO I WOSSTANOWLENYE KO“FFICIENTY NUVNO S^ITATX WOSSTANOWLENYMI ZNA^ENIQMI SIGNALA. dLQ MULXTIWSPLESKOW TAKOJ PRIEM NE PROHODIT, PO- SKOLXKU W KA^ESTWE WHODNOGO SIGNALA DLQ ALGORITMA SVATIQ BERETSQ DWE KOPII ODNOGO I TOGO VE SIGNALA, NA WYHODE VE ALGORITMA WOSSTANOWLE- NIQ POLU^ATSQ DWA, WOOB]E GOWORQ, RAZNYH WEKTORA, IZ KOTORYH PRIDET- SQ SOBIRATX ISHODNYJ SIGNAL. dRUGAQ NEPRIQTNOSTX PODOBNOGO PODHODA SWQZANA S IZBYTO^NOSTX@ PODAWAEMOJ NA WHOD ALGORITMA INFORMACII. nESMOTRQ NA TO, ^TO PRI PRAWILXNO WYBRANNOM METODE SVATIQ IZBYTO^- NOSTX BUDET LIKWIDIROWANA, ODNAKO OBRABOTKA IZBYTO^NOJ INFORMACII NEIZBEVNO WEDET K UWELI^ENI@ ARIFMETI^ESKIH ZATRAT.

wTOROJ RASSMOTRENNYJ W [SH] METOD OSNOWAN NA WYBORE KO“FFICIEN- TOW, ISHODQ IZ USLOWIQ INTERPOLQCII SIGNALA W POLUCELYH TO^KAH. oN MOVET BYTX ISPOLXZOWAN DLQ PROIZWOLXNOJ SISTEMY MULXTIWSPLESKOW. dLQ EGO ISPOLXZOWANIQ NUVNO RASSMOTRETX SIGNAL NA SETKE S [AGOM 1/k I RE[ITX INTERPOLQCIONNU@ ZADA^U (SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ). w SLU^AE SISTEMY MULXTIWSPLESKOW IZ [SH] ZADA^A RE[ENIQ SISTEMY REZKO

UPRO]AETSQ ZA S^ET TOGO, ^TO WO WSEH CELYH TO^KAH FUNKCIQ φ1 OBRA]A- ETSQ W NULX.

pOSTROIM ALGORITM PROEKTIROWANIQ FUNKCII f NA PROSTRANSTWO V^0. wWEDEM W RASSMOTRENIE POSLEDOWATELXNOSTX fn, OPREDELENNU@ PO FORMU- LAM f2n = f(n), f2n+1 = f(n + 1/2). tOGDA KO“FFICIENTY PROEKCII OPREDELQ@TSQ IZ FORMUL

f_{2n} = φ_2(1)v^{(0)}_{2,n−1},

f_{2n+1} = φ_2(3/2)v^{(0)}_{2,n−1} + φ_1(1/2)v^{(0)}_{1,n−1} + φ_2(1/2)v^{(0)}_{2,n}.

nETRUDNO WIDETX, ^TO OTS@DA IMEEM

v^{(0)}_{1,n} = φ_2(1)f_{2n+1} − φ_2(1/2)f_{2n+2} − φ_2(3/2)f_{2n}

φ_2(1)φ_1(1/2) ,

v^{(0)}_{2,n} = f_{2n+2}

φ_2(1) , A S U^ETOM SIMMETRII FUNKCII φ2

v^{(0)}_{1,n} = φ_2(1)f_{2n+1} − φ_2(1/2)(f_{2n+2} + f_{2n})

φ_2(1)φ_1(1/2) . §20. nEORTOGONALXNYE BAZISY

WSPLESKOW S KOMPAKTNYM NOSITELEM.

sOWOKUPNOSTX kma, IME@]IH BAZISY SDWIGOW ODNOJ FUNKCII S KOM- PAKTNYM NOSITELEM, ZNA^ITELXNO [IRE, ^EM kma, OPISANNYE i.dOBE[I, POSKOLXKU BAZISY W TAKIH PROSTRANSTWAH MOGUT I NE BYTX ORTOGONALXNY- MI. rAZUMEETSQ, SAMYM WAVNYM ISTO^NIKOM kma TAKOGO RODA QWLQ@TSQ SPLAJN-kma. bAZISY W NIH POROVDA@TSQ w-SPLAJNAMI (SM. §14), SDWI- GI KOTORYH NEORTOGONALXNY. iZU^ENI@ WNUTRENNIH SWOJSTW POSWQ]ENY MNOGO^ISLENNYE ISSLEDOWANIQ (SM., NAPR., [Ch], [ChL], [ChW]). oDNAKO, BLAGODARQ NE SOWSEM TO^NYM WYSKAZYWANIQM AWTOROW “TIH ISSLEDOWANIJ, MOVET SLOVITSQ WPE^ATLENIE, ^TO NEORTOGONALXNYE BAZISY S KOMPAKT- NYM NOSITELEM NE DOPUSKA@T “KONOMI^NYH ALGORITMOW RAZLOVENIQ I WOS- STANOWLENIQ FUNKCIJ. mY IMEEM WWIDU TAKIE ALGORITMY, KOGDA ZATRATY NA RAZLOVENIE I WOSSTANOWLENIE FUNKCII PROPORCIONALXNY KOLI^ESTWU DISKRETNYH OTS^ETOW FUNKCII. aRGUMENTACIQ “TOGO ZABLUVDENIQ WKRAT- CE TAKOWA.

pUSTX SDWIGI {φ(x−n)} FUNKCII φ S KOMPAKTNYM NOSITELEM OBRAZU@T (WOOB]E GOWORQ, NEORTOGONALXNYJ) BAZIS SDWIGOW W PROSTRANSTWE V^0 I f(x) = ∑ k∈Z c^0_kφ(x − k). dLQ TOGO, ^TOBY POSTROITX ORTOGONALXNU@ PROEKCI@ f NA PROSTRANSTWO

V^{−1} W SLU^AE ORTONORMIROWANNOSTI BAZISA φ(x−n) MY DOLVNY POS^ITATX

SKALQRNYE PROIZWEDENIQ:

c^{−1}_m = 1 √ 2 ⟨ f(•), φ (• 2 − m )⟩ = 1 √ 2 ∑ k∈Z c^0_k ⟨ φ(• − k), φ (• 2 − m )⟩ = ∑ k∈Z c^0_kh_{k−2m}, (1)

^TO PRIWODIT K SWERTKE S KONE^NYM OKNOM. eSLI VE SDWIGI FUNKCII φ NE OBRAZU@T ORTONORMIROWANNOJ SISTEMY, TO DLQ WY^ISLENIQ PROEKCII NA V^{−1} NAM PONADOBITSQ BIORTOGONALXNYJ BAZIS φ̃(• − n), T.E. BAZIS PROSTRANSTWA V^0, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWIQM ⟨φ(• − n), φ̃(• − m)⟩ = { 1, m = n, 0, m ≠ n. tOGDA FORMULA WY^ISLENIQ KO“FFICIENTOW PROEKCII (1) PREOBRAZUETSQ K WIDU

c^{−1}_m = 1 √ 2 ⟨ f(•), φ̃ ( • 2 − m )⟩ = 1 √ 2 ∑ k∈Z c^0_k ⟨ φ(• − k), φ̃ ( • 2 − m )⟩ = ∑ k∈Z c^0_kh̃_{k−2m}, (2)

GDE OKNO SWERTKI UVÉ NE BUDET KONE^NYM. aNALOGI^NYM OBRAZOM STROITSQ ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ NA PROSTRANSTWO W^{−1}.

qSNO, ^TO W SLU^AE, KOGDA MAS[TABIRU@]EE URAWNENIE (4.1) IMEET LI[X KONE^NOE ^ISLO SLAGAEMYH,^{13} TO ALGORITM REKONSTRUKCII REALIZU- ETSQ KAK SWERTKA S KONE^NYM OKNOM, ^TO NE O^ENX SU]ESTWENNO ULU^[AET POLOVENIE DEL W CELOM.

13dLQ BAZISOW w-SPLAJNOW “TO USLOWIE WYPOLNENO w DANNOJ SHEME MOVNO POMENQTX ROLQMI FUNKCII φ I φ̃. w “TOM SLU^AE “KONOMI^NYM QWLQETSQ ALGORITM RAZLOVENIQ, NO NE QWLQETSQ TAKOWYM ALGORITM REKONSTRUKCII.

w KA^ESTWE WOZMOVNYH WARIANTOW WYHODA IZ PODOBNOJ SITUACII W UPO- MQNUTYH STATXQH REKOMENDUETSQ LIBO WOSPOLXZOWATXSQ ALGORITMOM PE- REHODA W ^ASTOTNU@ OBLASTX, OPIRA@]IMSQ NA bpf, LIBO NA TOT FAKT, ^TO W (2) POSLEDOWATELXNOSTX^~hn IMEET “KSPONENCIALXNYJ PORQDOK UBYWA- NIQ, PO“TOMU, FORMULU (2) MOVNO PRIBLIVENNO REALIZOWATX KAK SWERTKU S KONE^NYM OKNOM.

zABLUVDENIE, ^TO BIORTOGONALXNYJ BAZIS S NEOGRANI^ENNYM NOSITE- LEM NE POZWOLQET “FFEKTIWNO REALIZOWATX ALGORITM RAZLOVENIQ SRODNI ZABLUVDENI@, K KOTOROMU SKLONNY STUDENTY, PROSLU[AW[IE TEORETI^ES- KIJ KURS LINEJNOJ ALGEBRY I POLAGA@]IE POSLE “TOGO, ^TO DLQ RE[ENIQ SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ NUVNO DOMNOVITX WEKTOR IZ PRAWOJ ^ASTI SISTEMY NA MATRICU, OBRATNU@ K MATRICE SISTEMY. w TO VE WREMQ, DAVE DLQ MATRICY SISTEMY OB]EGO WIDA W TRI RAZA “KONOMI^NEE OKAZYWAETSQ METOD OSNOWANNYJ NA TREUGOLXNOM RAZLOVENII ISHODNOJ MATRICY, A UV DLQ LENTO^NYH MATRIC WYIGRY[ W ARIFMETI^ESKIH ZATRATAH PRI PRA- WILXNO WYBRANNOM ALGORITME MOVET SOSTAWLQTX NESKOLXKO PORQDKOW.

mY SEJ^AS POKAVEM, ^TO NA[E SRAWNENIE S ZADA^EJ RE[ENIQ SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ SPRAWEDLIWO DLQ DANNOJ ZADA^I NE TOLXKO W PERE- NOSNOM, NO I PRQMOM SMYSLE.

mY BUDEM DALEE RASSMATRIWATX PERIODI^ESKIE DISKRETNYE kma. kAK I RANEE, POLAGAEM, ^TO TERMIN ”LOKALXNYJ NOSITELX” RAZMERA p SOOTWET- STWUET SLU^A@, KOGDA NAJDETSQ TAKAQ FUNKCIQ φ^n, POROVDA@]AQ BAZIS PROSTRANSTWA V^n, ^TO FUNKCII, OPREDELENNYE REKURRENTNO PO FORMULAM

(9.3), IME@T NOSITELX, PRINADLEVA]IJ OTREZKU [0, pN/J], GDE p << N.

iZ FORMULY (9.6), W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO BAZIS WSPLESKOW^⃗ψ^j W PRO- STRANSTWAH W^j MOVNO WYBRATX TAKIM OBRAZOM, ^TO FUNKCII ψ^j TAKVE IME@T LOKALXNYJ NOSITELX.

oSTANOWIMSQ TEPERX NA WY^ISLITELXNYH ASPEKTAH PROCEDUR RAZLOVE- NIQ I WOSSTANOWLENIQ FUNKCIJ PO WSPLESK-BAZISAM S LOKALXNYM NOSITE- LEM.

pOKAVEM, ^TO PROCEDURY RAZLOVENIQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII PO BAZI- SAM WSPLESKOW S LOKALXNYM NOSITELEM I PROCEDURY EE WOSSTANOWLENIQ MOGUT BYTX REALIZOWANY ZA O(pN) ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ, GDE p — WWEDENNYJ WY[E PARAMETR, HARAKTERIZU@]IJ RAZMER NOSITELQ BAZISNYH FUNKCIJ. bUDET WIDNO, ^TO “TI ALGORITMY SOSTOQT IZ OPERACIJ RE[ENIQ

SISTEM LINEJNYH URAWNENIJ S CIRKULQNTNYMI MATRICAMI, IME@]IMI

O(p) NENULEWYH DIAGONALEJ, I OPERACIJ OBOB]ENNYH SWERTOK S OKNAMI

RAZMERA O(p).

iTAK, PUSTX {φ^j }^n_{j=0} — NABOR FUNKCIJ S LOKALXNYM NOSITELEM RAZMERA p, UDOWLETWORQ@]IH USLOWIQM tEOREMY 9.1, {ψ^j }^{n−1}_{j=0} — POLU^ENNYE PO FORMULE (9.6) FUNKCII, OPREDELQ@]IE BAZISY WSPLESKOW.

nAM NUVNO POLU^ITX ALGORITM RAZLOVENIQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f ∈ C̃^N W SUMMU WIDA f(•) = fk(•) +^{∑n−1}_{m=k} gm(•), GDE fk ∈ V^k, gm ∈ W^m,

k = 0, 1, . . . , n; TO^NEE, MY DOLVNY NAJTI KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ f_k I

g_k PO SOOTWETSTWU@]IM BAZISAM SDWIGOW. pOSTROENIE PROWEDEM OBRATNOJ

INDUKCIEJ PO k, NA^INAQ S k = n.

pOSKOLXKU

f_n(•)^{def}= f(•) = ⃗a^{nT} ⃗φ^n(•),

GDE ⃗a^n — ISKOMYJ WEKTOR KO“FFICIENTOW, TO, O^EWIDNO, ⃗a^n QWLQETSQ RE- [ENIEM SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ S p-DIAGONALXNOJ CIRKULQNTNOJ MATRICEJ (NAPOMNIM, ^TO ⃗φ^n(•) MOVNO S^ITATX LIBO WEKTOR-FUNKCIEJ, LIBO MATRICEJ RAZMERA N × N).

pREDPOLOVIM, MY UVE NA[LI RAZLOVENIE FUNKCII fk+1(0 ≤ k < n) PO BAZISU ⃗φ^{k+1}(•), TOGDA SPRAWEDLIWY RAZLOVENIQ

f_{k+1}(•) = ( ⃗a^{k+1} )_T ⃗φ^{k+1}(•) = f_k(•) + g_k(•) = ⃗a^{kT} ⃗φ^k(•) +⃗b^{kT} ⃗ψ^k(•). (3)

dOMNOVIW (3) SKALQRNO SPRAWA SNA^ALA NA KOMPONENTY WEKTORA ⃗φ^k(•), A ZATEM NA KOMPONENTY^⃗ψ^k(•), POLU^IM ( ⃗a^{k+1} )_T ⟨ ⃗φ^{k+1}(•), ⃗φ^k(•) ⟩ = ⃗a^{kT} ⟨ ⃗φ^k(•), ⃗φ^k(•) ⟩ , (4) ( ⃗a^{k+1} )_T ⟨ ⃗φ^{k+1}(•), ⃗ψ^k(•) ⟩ = ⃗b^{kT} ⟨ ⃗ψ^k(•), ⃗ψ^k(•) ⟩ . (5)

lEGKO WIDETX, ^TO LEWYE ^ASTI (4) I (5) MOVNO RASSMATRIWATX KAK SWERT- KI ⃗a^{k+1} S OKNAMI RAZMERA O(p), A WEKTORY KOFFICIENTOW ⃗a^k I^⃗b^k QWLQ@T- SQ RE[ENIQMI SISTEM LINEJNYH URAWNENIJ S CIRKULQNTNYMI MATRICAMI, IME@]IMI O(p) DIAGONALEJ.

aLGORITMY WOSSTANOWLENIQ FUNKCII f TAKVE MOGUT BYTX POLU^ENY IZ FORMUL (3). dEJSTWITELXNO, ZNAQ WEKTORY KO“FFICIENTOW ⃗a^k I^⃗b^k PRI

0 ≤ k < n, MY MOVEM NAJTI ⃗a^{k+1}, DOMNOVIW RAWENSTWO ( ⃗a^{k+1} )_T ⃗φ^{k+1}(•) = ⃗a^{kT} ⃗φ^k(•) +⃗b^{kT} ⃗ψ^k(•)

NA ⃗φ^{k+1}(•) I POLU^IW PRI “TOM OTNOSITELXNO WEKTORA ⃗a^{k+1} SISTEMU LI- NEJNYH URAWNENIJ ( ⃗a^{k+1} )_T ⟨ ⃗φ^{k+1}(•), ⃗φ^{k+1}(•) ⟩ = = ⃗a^{kT} ⟨ ⃗φ^k(•), ⃗φ^{k+1}(•) ⟩ +⃗b^{kT} ⟨ ⃗ψ^k(•), ⃗φ^{k+1}(•) ⟩ . zAMETIM, ^TO DLQ RE[ENIQ SISTEMY L LINEJNYH URAWNENIJ S m-DIAGO- NALXNOJ MATRICEJ NEOBHODIMO WYPOLNITX TREUGOLXNOE RAZLOVENIE MAT- RICY, ZATRATY NA WYPOLNENIE KOTOROGO IME@T PORQDOK O(m^2L). oDNAKO W “TIH WY^ISLENIQH NE U^ASTWUET FUNKCIQ, ^XE RAZLOVENIE PO BAZISU WSPLESKOW MY I]EM. pO“TOMU IH MOVNO WYPOLNITX PREDWARITELXNO DO PROCEDURY RAZLOVENIQ.

tAKIM OBRAZOM, OB]IE ARIFMETI^ESKIE ZATRATY NA RAZLOVENIE I WOS- STANOWLENIE PROIZWOLXNOJ FUNKCII f NE PREWY[A@T O(pN).

§21. nEOOTOGONALXNYE PROSTRANSTWA WSPLESKOW.

mY BUDEM ZDESX DEJSTWOWATX W RAMKAH WTOROGO OPREDELENIQ (oPREDELE- NIE 10.3) WSPLESK-RAZLOVENIQ PROSTRANSTWA^~C^N . aRGUMENTACIQ WWEDENIQ NEORTOGONALXNYH RAZLOVENIJ PROSTRANSTWA^~C^N BYLA PRIWEDENA W §10. oDNIM IZ ARGUMENTOW W POLXZU WWEDENIQ TAKIH WSPLESK-RAZLOVENIJ BYL FAKT SU]ESTWOWANIQ “KONOMI^NYH ALGORITMOW. —TO KASAETSQ NE TOLXKO DISKRETNYH WSPLESKOW, NO I WSPLESKOW NEPRERYWNOGO ARGUMENTA, W TOM ^ISLE I WSPLESKOW, OPREDELENNYH NA PRQMOJ (SM. [CDF], [D2]).

pUSTX MY IMEEM kma PROSTRANSTWA^~C^N , W KOTOROM SU]ESTWU@T BA- ZISY SDWIGOW, UDOWLETWORQ@]IE SOOTNO[ENI@ (10.3), S MALYM PO SRAWNE- NI@ S N ^ISLOM OTLI^NYH OT NULQ KO“FFICIENTOW (ILI W SPEKTRALXNOJ TERMINOLOGII — MALOJ STEPENX@ TRIGONOMETRI^ESKOGO POLINOMA m0(ω)). nA[A ZADA^A POKAZATX, ^TO SU]ESTWUET TAKOE RAZLOVENIE W PRQMU@ (WO- OB]E GOWORQ, NEORTOGONALXNU@) SUMMU WSPLESK-PROSTRANSTW, ^TO ALGO- RITMY RAZLOVENIQ I WOSSTANOWLENIQ FUNKCIJ REALIZU@TSQ PRI POMO]I SWERTOK S MALYM OKNOM ANALOGI^NO FORMULAM (6.11), (6.12) I (6.14), KO- TORYE PREOBRAZU@TSQ K WIDU

c^j_k = N−1∑ n=0 c^{j+1}_n r_{n−2k}, (1) d^j_k = N−1∑ n=0 c^{j+1}_n s_{n−2k} (2) I c^{j+1}_k = N/2−1∑

n=0 c^j_na_{k−2n} + N/2−1∑

n=0 d^j_nb_{k−2n}. (3) w DALXNEJ[EM NAM PONADOBITSQ lEMMA 1. pUSTX DLQ NEKOTOROGO kma W PROSTRANSTWAH V^j WYBRA- NY BAZISY ⃗φ^j , UDOWLETWORQ@]IE (10.1) I (10.3). tOGDA DLQ DANNOGO kma SU]ESTWU@T TAKIE BAZISY ⃗ϕ^j , TAKVE UDOWLETWORQ@]IE (10.1) I (10.3), T. E. DLQ L@BYH j_1, j_2, 0 ≤ j_1 < j_2 ≤ n,

ϕ^{j1} (2^{j2−j1} m) =

2^j2^{−j}1 −1 ∑ k=0 ϕ^{j2} (m + k2^{n−j2+j1} ),

I DLQ L@BOGO j, 0 ≤ j < N,

ϕ^{j−1}(•) = N−1∑ l=0 b_lϕ^j (• − lN/J), ^TO DLQ HARAKTERISTI^ESKIJ POLINOMA

P_ϕ(z)^{def}= N−1∑ l=0 b_lz^l BAZISOW ⃗ϕ^j IMEEM |P_ϕ(z)|^2 + |P_ϕ(−z)|^2 > 0 DLQ WSEH z. pRI “TOM STEPENX POLINOMA P_ϕ NE PREWY[AET STEPENI P_φ.

aNALOG LEMMY 1 DLQ kma PROSTRANSTWA L^2 (R) MOVNO NAJTI, NAPRI- MER, W RABOTE ~.~UI I v.wANGA [ChW].

dOKAZATELXSTWO LEMMY 1. nEOBHODIMOSTX. eSLI HARAKTERISTI^ES- KIJ POLINOM

P_φ(z)^{def}= K∑ l=0 a_lz^l,

GDE K < N, NE IMEET PAR KORNEJ WIDA ±c I Pφ(0) ≠ 0, TO UTWERVDENIE LEMMY 1 WYPOLNENO. pUSTX ^ISLA z = ±c0 QWLQ@TSQ KORNQMI POLINOMA

P_φ, C = c^2_0. tOGDA SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

P_φ(z) = (C − z^2) K−2∑ l=0 d_lz^l. (4)

rASSMOTRIM PROCEDURU PEREHODA K NOWYM BAZISNYM FUNKCIQM^⃗ϕ^j_1, KOTO- RAQ POZWOLQET UMENX[ITX NA EDINICU PORQDOK HARAKTERISTI^ESKOGO PO- LINOMA Pφ. wWEDEM W RASSMOTRENIE FUNKCI@

ϕ^{j−1}_1 (•) = K−2∑ l=0 d_lφ^j (• − lN/J). (5) pOSKOLXKU SOGLASNO (4) φ^{j−1}(•) = Cϕ^{j−1}_1 (•) − ϕ^{j−1}_1 (• − 2N/J), TO NABOR FUNKCIJ ϕ^{j−1}_1 (• − l2N/J), l = 0, 1, . . . , J/2 − 1, OBRAZUET BAZIS PROSTRAN- STWA V^{j−1} DLQ j > 0, PRI “TOM DLQ j < n FUNKCII ϕ^j_1 OPREDELQ@TSQ PO FORMULE (5), A DLQ j = n SU]ESTWOWANIE ISKOMOJ FUNKCII ϕ^n_1 SLEDUET IZ TEOREMY 10.1 I LEMMY 10.5.

qSNO, ^TO SWQZX MEVDU BAZISNYMI FUNKCIQMI PRI RAZLI^NYH j WYRA- VAETSQ RAWENSTWAMI

ϕ^{j−1}_1 (•) = K−1∑ l=0 a^′_lϕ^j_1(• − lN/J), GDE KO“FFICIENTY a^′_l OPREDELQ@TSQ PO FORMULE K−1∑ l=0 a^′_lz^l = (C − z) K−2∑ l=0 d_lz^l. bUDEM POWTORQTX UKAZANNU@ PROCEDURU DO TEH POR, POKA POLU^ENNYJ W ITOGE HARAKTERISTI^ESKIJ POLINOM IMEET KORNI WIDA ±c. pOSKOLXKU KAVDYJ RAZ MY PONIVAEM STEPENX HARAKTERISTI^ESKOGO POLINOMA NA EDI- NICU, TO ZA KONE^NOE ^ISLO [AGOW PRIDEM K ISKOMOMU BAZISU ⃗φ^j∗. eS- LI Pφ_∗ (0) ≠ 0, TO POLAGAEM^⃗ϕ^j = ⃗φ^j∗. w PROTIWNOM SLU^AE^⃗ϕ^j (•) = ⃗φ^j_∗(• + N/J).

pEREJDEM NEPOSREDSTWENNO K POSTROENI@ ALGORITMA DEKOMPOZICII FUNK- CIJ. pUSTX SOWOKUPNOSTX PROSTRANSTW {V^j } OPREDELQET kma PROSTRAN- STWA^~C^N , {⃗φ^j } — NABOR BAZISOW “TIH PROSTRANSTW, PRI^EM “TI BAZISY UDOWLETWORQ@T SOOTNO[ENI@ (10.1) I SOOTWETSTWU@]IJ HARAKTERISTI- ^ESKIJ POLINOM, ^XI KO“FFICIENTY OPREDELQ@TSQ IZ (10.3), IMEET PORQ- DOK K < N, I |Pϕ(z)|^2 + |Pϕ(−z)|^2 > 0 DLQ WSEH z.

mY POKAVEM, ^TO SU]ESTWUET RAZLOVENIE PROSTRANSTWA^~C^N W PRQ- MU@, NO, WOOB]E GOWORQ, NEORTOGONALXNU@ SUMMU WSPLESK-PROSTRANSTW

{W^j }^{n−1}_{j=0} , DLQ KOTORYH (W NEKOTOROM BAZISE) ALGORITMY DEKOMPOZICII

PROIZWOLXNOJ FUNKCII I EE REKONSTRUKCII OSU]ESTWLQ@TSQ KAK DISKRET- NAQ SWERTKA S OKNOM RAZMERA NE BOLEE K + 1. bOLEE TOGO, SWERTYWA@]IE OKNA, ZADA@]IE PROEKCII NA PROSTRANSTWA W^j I V^j I WOSSTANAWLIWA- @]IE FUNKCI@ g ∈ V^{j+1} PO EE PROEKCIQM NA “TI PROSTRANSTWA, MOGUT BYTX WYBRANY NEZAWISQ]IMI OT j. —TO OZNA^AET, ^TO DLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f(•) = N−1∑ m=0 c^n_mφ^n(• − m) ∈ C̃^N MOVNO WYPOLNITX RAZLOVENIQ f(•) = J−1∑ m=0 c^j_mφ^j (• − mN/J) + n−1∑ l=j L−1∑ m=0 d^l_mψ^l(• − mN/L), GDE^⃗ψ^l — BAZISY PROSTRANSTW W^l, I KO“FFICIENTY^{{c^j_m}^{J−1}_{m=0}^{}n−1}_{j=0} I { {d^j_m}^{J−1}_{m=0} }_{n−1} j=0 MOGUT BYTX WY^ISLENY PO REKURRENTNYM FORMULAM

c^{j−1}_m = ξ+K∑ l=ξ c^j_{l+2m}r_l, d^{j−1}_m = ζ+K∑ l=ζ c^j_{l+2m}s_l, (6)

GDE ξ, ζ ∈ Z. dALEE BUDET POKAZANO, ^TO WERHNIJ PREDEL SUMMIROWANIQ W PERWOJ FORMULE MOVET BYTX UMENX[EN NA EDINICU. pOSLEDOWATELXNOSTI

c^j_m I d^j_m QWLQ@TSQ J-PERIODI^ESKIMI PO NIVNEMU INDEKSU, A POSLEDOWA-

TELXNOSTI rl I sl MOVNO S^ITATX OPREDELENNYMI DLQ WSEH CELYH INDEK- SOW, NO OTLI^NYMI OT NULQ TOLXKO PRI l = ξ, ξ + 1, . . . , ξ + K − 1 DLQ PERWOJ POSLEDOWATELXNOSTI I PRI l = ζ, ζ + 1, . . . , ζ + K — DLQ WTOROJ. w DALXNEJ[EM MY POLAGAEM ζ = ξ, ESLI ξ + K — NE^ETNO, I ζ = ξ − 1 —

W PROTIWNOM SLU^AE. sOHRANQQ RAZMER OKON, MY MOVEM PEREME]ATX IH PUTEM IZMENENIQ PARAMETRA ξ, POLU^AQ PRI “TOM NOWYE RE[ENIQ NA[EJ ZADA^I. eDINSTWENNOE TREBOWANIE NA RASPOLOVENIE OKNA rl ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TO ONO DOLVNO IMETX NEPUSTOE PERESE^ENIE S OTREZKOM [0, K] ILI S EGO SDWIGOM NA lN, GDE l ∈ Z. w PROTIWNOM SLU^AE PERWYJ IZ OPERATOROW (6) PRI j = n OTOBRAZIT FUNKCI@ φ^{n−1} NA FUNKCI@ WIDA N/2−1∑

l=0 α_lφ^{n−1}(• − 2l), GDE α0 = 0, ^TO NEWOZMOVNO, POSKOLXKU “TO OPERATOR PROEKTIROWANIQ PROSTRANSTWA V^n NA V^{n−1}. mY POLAGAEM, ^TO ξ — L@BOE CELOE ^ISLO, PRINADLEVA]EE OTREZKU [1 − K, K].

bUDEM KONSTRUIROWATX PROSTRANSTWA W^j , ISHODQ IZ USLOWIJ, ^TO IH BAZISY^⃗ψ^j OPREDELQ@TSQ SOOTNO[ENIQMI

ψ^{j−1}(•) = K∑ m=0 b_mφ^j (• − mN/J), GDE POSTOQNNYE bm NAM PREDSTOIT OPREDELITX. pOSKOLXKU SOOTNO[ENIQ (6) ZADA@T OPERATORY PROEKTIROWANIQ NA PROSTRANSTWA V^{j−1} I W^{j−1}, TO DLQ m = 0, 1, . . . , N/2 − 1 SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

δ_{0m} = ξ+K−1 ∑ l=ξ a_{l−2m}r_l, (7)

δ_{0m} = ζ+K∑ l=ζ b_{l−2m}s_l, (8)

0 = ζ+K∑ l=ζ a_{l−2m}s_l, (9)

0 = ξ+K−1 ∑ l=ξ b_{l−2m}r_l (10)

(ZDESX MY, ESTESTWENNO, POLAGAEM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTI {al}, {bl} QWLQ- @TSQ N-PERIODI^ESKIMI I WNE SWOIH ESTESTWENNYH OBLASTEJ OPREDELENIQ

DOOPREDELQ@TSQ NULQMI). hORO[O IZWESTNO (SM. NAPR. [Ch] I [D2]) I NETRUDNO PROWERITX, ^TO DLQ RE[ENIQ POLU^ENNOJ SISTEMY URAWNENIJ W SWERTKAH DOSTATO^NO NAJTI RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ A(z)R(z) + A(−z)R(−z) ≡ 2, (11) B(z)S(z) + B(−z)S(−z) ≡ 2, (12) A(z)S(z) + A(−z)S(−z) ≡ 0, (13) B(z)R(z) + B(−z)R(−z) ≡ 0, (14) GDE A(z) = K∑ l=0 a_lz^l, B(z) = K∑ l=0 b_lz^l,

R(z) = ξ+K−1 ∑ l=ξ r_lz^{−l} = z^{−ξ−K+1} K−1∑ l=0 r_{ξ+K−1−l}z^{l def}= z^{−ξ−K+1 ∨}R(z),

S(z) = ζ+K∑ l=ζ s_lz^{−l} = z^{−ζ−K} K∑ l=0 s_{K+ζ−l}z^{l def}= z^{−ζ−K ∨}S(z). uRAWNENIQ (11) — (13) MOVNO PEREPISATX W WIDE

A(z)^∨R(z) + (−1)^{ξ+K−1}A(−z)^∨R(−z) = 2z^{ξ+K−1}, (15)

B(z)^∨S(z) + (−1)^{ζ+K} B(−z)^∨S(−z) = 2z^{ζ+K} , (16) A(z)^∨S(z) + (−1)^{ζ+K} A(−z)^∨S(−z) = 0, (17) B(z)^∨R(z) + (−1)^{ξ+K−1}B(−z)^∨R(−z) = 0, (18)

sOGLASNO LEMME 15.3 I WYBORU ξ SU]ESTWUET EDINSTWENNAQ PARA POLINO- MOW Q1 I Q2 PORQDKA NE WY[E K − 1, UDOWLETWORQ@]AQ URAWNENI@

A(z)Q_1(z) + (−1)^{ξ+K−1}A(−z)Q_2(z) = 2z^{ξ+K−1}.

pRI “TOM, O^EWIDNO, Q1(z) = Q2(−z). tAKIM OBRAZOM, POLINOM^∨R(z) =

Q_1(z) UDOWLETWORQET URAWNENI@ (15).

eSLI ξ + K — NE^ETNO, TO NETRUDNO PROWERITX, ^TO FUNKCII B(z) =

z^∨R(−z) I^∨S(z) = A(−z) UDOWLETWORQ@T URAWNENIQM (15) — (17). w SLU^AE

VE ^ETNOGO ξ + K RE[ENIQMI “TIH URAWNENIJ QWLQ@TSQ FUNKCII B(z) = ∨ R(−z) I^∨S(z) = −A(−z). nESMOTRQ NA KAVU]IJSQ PROIZWOL PRI WYBORE POLINOMOW B I^∨S, PRO-

STRANSTWA W^j POLNOSTX@ OPREDELQ@TSQ WYBOROM POLINOMA^∨R, POSKOLXKU KO“FFICIENTY “TOGO POLINOMA POLNOSTX@ OPREDELQ@T OPERATOR PROEK- TIROWANIQ NA PROSTRANSTWO V^j WDOLX PROSTRANSTWA W^j .

dLQ TOGO, ^TOBY POKAZATX, ^TO POLU^ENNYE PROSTRANSTWA W^j DEJSTWI- TELXNO IME@T RAZMERNOSTX J, DOKAVEM SPRAWEDLIWOSTX FORMULY REKON- STRUKCII (3) KOTORAQ PO OTNO[ENI@ K OPERATORU PROEKTIROWANIQ PRO- STRANSTWA V^{j+1} NA PROSTRANSTWA W^j I V^j QWLQETSQ OBRATNYM OPERATO- ROM. zNA^IT,

dim W^j = dim V^{j+1} − dim V^j = 2J − J = J.

w SPRAWEDLIWOSTI VE FORMULY (19) DOSTATO^NO UBEDITXSQ PRI j = n + 1. oBOZNA^IM ^EREZ A MATRICU RAZMERA 2^{n−1} × 2^n, PERWAQ STROKA SOSTOIT IZ “LEMENTOW a0, a1, . . . , A POSLEDU@]IE POLU^A@TSQ IZ PREDYDU]EJ CIKLI- ^ESKIM SDWIGOM WPRAWO NA DWE POZICII. aNALOGI^NYM OBRAZOM POSTROIM MATRICY B, R, S. tOGDA SISTEMA URAWNENIJ (7) — (10) MOVET BYTX ZAPISANA W MATRI^NOM WIDE ( A B ) (R^T S^T ) = E.

sLEDOWATELXNO, MATRICA (R^T S^T ) IMEET OBRATNU@ ( A B ) , ZNA^IT, ONA NE-

WYROVDENA I OPERATOR REKONSTRUKCII FUNKCII ZADAETSQ FORMULOJ (3).

rAZUMEETSQ, KOGDA K WELIKO, BOLEE PRIWLEKATELXNYM OKAZYWAETSQ OPI- SANNYJ W §12 PODHOD, OSNOWANNYJ NA PEREHODE K BAZISAM wINERA. pOSKOLX- KU DLQ L@BOGO j = 1, . . . , n I L@BOGO l, KAK I W ORTOGONALXNOM SLU^AE, LINEJNYE OBOLO^KI PAR FUNKCIJ v^j_l , v^j_{l+J/2} I v^{j−1}_l , w^{j−1}_l SOWPADA@T, TO FORMULY (12.1) — (12.2) PERENOSQTSQ (KONE^NO, S DRUGIMI KO“FFICIEN- TAMI) NA SLU^AJ NEORTOGONALXNYH PROSTRANSTW WSPLESKOW.

§22. wSPLESKI I SVATIE IZOBRAVENIJ.

wOPROS OBRABOTKI (GLAWNYM OBRAZOM SVATIQ) IZOBRAVENIJ QWLQETSQ NAIBOLEE POPULQRNYM SREDI ISSLEDOWATELEJ I NAIBOLEE PRODWINUTYM. mETODY RAZLOVENIQ IZOBRAVENIJ PO BAZISAM WSPLESKOW DLQ POSLEDU@- ]EGO SVATIQ RAZWITY DOSTATO^NO DLQ IH PRIMENENIQ DLQ HRANENIQ IZ- OBRAVENIJ I PEREDA^I IH NA RASSTOQNIE. w OPREDELENNOJ STEPENI “TU TEMATIKU MOVNO S^ITATX ZAWER[ENNOJ, I W BLIVAJ[EE WREMQ EDWA LI MOVNO OVIDATX REWOL@CIONNYH IZMENENIJ W RAMKAH KLASSI^ESKOJ TEO- RII WSPLESKOW. rAZUMEETSQ, POISK NOWYH BAZISOW WSPLESKOW MOVET PRI- WESTI KAK K BOLX[IM KO“FFICIENTAM SVATIQ, TAK I K NEKOTOROMU UMENX- [ENI@ ARIFMETI^ESKIH ZATRAT NA REALIZACI@ ALGORITMOW, ODNAKO, NA NA[ WZGLQD, MALOWEROQTNO, ^TO “TI ULU^[ENIQ PREWYSQT 20%.

gLAWNYM KONKURENTOM WSPLESK-RAZLOVENIJ I TEKU]IM STANDARTOM SVA- TIQ IZOBRAVENIJ QWLQETSQ JPEG FORMAT PREDSTAWLENIQ DANNYH. w DWUH SLOWAH JPEG-RAZLOVENIE SOSTOIT W SLEDU@]EM. iZOBRAVENIE RAZBIWA- ETSQ NA KWADRATY RAZMERA 8 × 8 PIKSELEJ. k KAVDOMU IZ “TIH KWADRATOW PRIMENQETSQ KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE, ^TO SOOTWETSTWUET dpf DO- POLNENNOJ ^ETNYM OBRAZOM TEKU]EJ MATRICEJ RAZMERA 8 × 8 DO MATRICY RAZMERA 16 × 16. nAPOMNIM, ^TO “KSPONENCIALXNYJ BAZIS QWLQETSQ OPTI- MALXNYM (W TOM SMYSLE, ^TO KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ PO NEMU MOVNO S^ITATX NEKORRELIROWANNYMI SLU^AJNYMI WELI^INAMI) DLQ STACIONAR- NYH SIGNALOW. w TO VE WREMQ, RASSMATRIWAQ dpf NA MALOM KWADRA- TE, MOVNO SIGNAL S^ITATX STACIONARNYM. tAKOJ PODHOD POZWOLQET PRI POMO]I LOKALIZACII OBRABOTKI WOSPOLXZOWATXSQ OPTIMALXNOSTX@ dpf. dALXNEJ[AQ OBRABOTKA ZAKL@^AETSQ W KWANTOWNII POLU^ENNYH KO“FFI- CIENTOW RAZLOVENIQ W SOOTWETSTWII S TREBUEMYM KO“FFICIENTOM KOM- PRESSII I POSLEDU@]EM ”SVATII BEZ POTERX” PRI POMO]I KODA hAFFMA- NA PEREMENNOJ DLINY, ARIFMETI^ESKOGO KODIROWANIQ ILI IM PODOBNYH METODOW. pRI “TOM, NESMOTRQ NA TO, ^TO ARIFMETI^ESKOE KODIROWANIE NESKOLXKO “FFEKTIWNEE METODA hAFFMANA, W BOLX[INSTWE KOMMER^ESKIH RAZRABOTOK ISPOLXZUETSQ KOD hAFFMANA. —TO OBUSLOWLENO TEM, ^TO METOD ARIFMETI^ESKOGO KODIROWANIQ I WSE EGO WARIACII ZAPATENTOWANY FIRMOJ

IBM.

sTANDART JPEG HRANENIQ IZOBRAVENIJ DOSTATO^NO GIBOK I POZWO- LQET ISPOLXZOWATX WNUTRI SEBQ MNOGO^ISLENNYE WARIANTY KODIROWANIQ. dWA OSNOWNYH WARIANTA OTLI^A@TSQ POSLEDOWATELXNOSTX@ KODIROWANIQ: PO PROSTRANSTWU ILI PO ^ASTOTE. pERWYJ IZ “TIH METODOW POZWOLQET

WOSSTANAWLIWATX SIGNAL POSLEDOWATELXNO PO STROKAM (TO^NEE PO GORI- ZONTALXNYM POLOSAM [IRINOJ 8 PIKSELEJ. wTOROJ VE METOD POZWOLQET SNA^ALA GRUBO WOSSTANOWITX IZOBRAVENIE, RASKODIROWAW NIZKO^ASTOTNYE KOMPONENTY, POSTEPENNO UTO^NQQ EGO, NASY]AQ WYSOKIMI ^ASTOTAMI.

wOSSTANOWLENNOE POSLE SILXNOGO (> 25 RAZ) SVATIQ IZOBRAVENIE IMEET TIPI^NYE U^ASTKI POSTOQNSTWA INTENSIWNOSTI, SOWPADA@]IE S KWADRA- TAMI RAZBIENIQ.

aLGORITM SVATIQ, OPIRA@]IJSQ NA RAZLOVENIE PO BAZISAM WSPLESKOW, WO MNOGOM POHOV NA ALGORITM JPEG. fORMALXNOE OTLI^IE SOSTOIT LI[X W TOM, ^TO WMESTO LOKALIZOWANNYH BAZISOW KOSINUSOW ON ISPOLXZUET BAZIS WSPLESKOW. oDNAKO NA SAMOM DELE RAZWITIE ALGORITMOW KODIROWANIQ KO“F- FICIENTOW WSPLESK-RAZLOVENIJ PRIWELO K RAZRABOTKE O^ENX “FFEKTIWNYH METODOW, ORIENTIROWANNYH ISKL@^ITELXNO NA WSPLESK-RAZLOVENIQ. iZNA- ^ALXNO TAKOJ ALGORITM BYL PREDLOVEN W RABOTE dV.–APIRO [Sh]. oSTA- NOWIMSQ KRATKO NA SUTI “TIH METODOW. pRI KODIROWANII ODNOMERNYH I ^ISLOWYH ILI SIMWOLXNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ PREDWARITELXNO KODIRU- @TSQ POSLEDOWATELXNOSTI NULEJ. zATEM KAVDOMU SIMWOLU W ZAWISIMOSTI OT ^ASTOTY EGO POQWLENIQ W POSLEDOWATELXNOSTI STAWITSQ W SOOTWETSTWIE KOD, DLINA KOTOROGO TEM MENX[E, ^EM WY[E ^ASTOTA POQWLENIQ SIMWO- LA. iMENNO TAK POSTUPA@T W TRADICIONNOM ALGORITME JPEG. w SLU^AE, KOGDA OTSUTSTWUET KORRELQCIQ MEVDU SOSEDNIMI NENULEWYMI “LEMENTAMI POSLEDOWATELXNOSTI TAKOJ PODHOD QWLQETSQ W OPREDELENNOM SMYSLE OPTI- MALXNYM. oDNAKO PRI SWEDENII MNOGOMERNOJ POSLEDOWATELXNOSTI K OD- NOMERNOJ OBY^NO TERQETSQ SU]ESTWENNAQ ^ASTX INFORMACII. pRIMEROM TAKOJ POTERI QWLQETSQ ZAMENA MNOGOMERNOJ OBLASTI SOSTOQ]EJ IZ NULEJ W MNOVESTWO NULEWYH POSLEDOWATELXNOSTEJ, NUVDA@]IHSQ W NEZAWISIMOM KODIROWANII. oSNOWNAQ IDEQ dV.–APIRO OSNOWANA NA NABL@DENII, ^TO ESLI NEKOTORYJ KO“FFICIENT RAZLOVENIQ PO BAZISU PROSTRANSTWA W^j RAWEN NUL@, TO I WSE KO“FFICIENTY RAZLOVENIQ DLQ PROSTRANSTW W^k,

k > j, SOOTWETSTWU@]IE TEM VE PROSTRANSTWENNYM KOORDINATAM, S BOLX-

[OJ WEROQTNOSTX@ TAKVE RAWNY NUL@. tAKIM OBRAZOM, UKAZAW W KODE LI[X KOORDINATU KORNQ, POLU^IW[EGOSQ DEREWA NULEJ, MY ZAKODIRUEM TEM SAMYM WSE ”DEREWO NULEJ”. pO “TOJ PRI^INE WSE SOWREMENNYE ALGO- RITMY KOMPRESSII IZOBRAVENIJ (SM. NAPR, [SP], [MC], [XRO]) W TOJ ILI INOJ MERE OSNOWANY NA KODIROWANII DEREWA NULEJ.

tAKIM OBRAZOM, BLAGODARQ WOZMOVNOSTI ZNA^ITELXNO BOLX[IH (W 1.5 – 2 RAZA) KO“FFICIENTOW SVATIQ I BYSTRYM ALGORITMAM, “FFEKTIWNOSTX TAKIH ALGORITMOW NE WYZYWWAET SOMNENIJ SPECIALISTOW. pRINIMAEMYJ

W NASTOQ]EE WREMQ STANDART SVATIQ JPEG2000 WKL@^AET W SEBQ WSPLESK- PREOBRAZOWANIE KAK OSNOWNOJ REVIM SVATIQ FOTOGRAFI^ESKIH IZOBRAVE- NIJ.

rASSMOTRIM PO“TAPNO PROCEDURU KODIROWANIQ IZOBRAVENIQ SO SVATI- EM. sNA^ALA OBSUDIM, KAKIM OBRAZOM SLEDUET OCENIWATX ”RASSTOQNIE MEVDU IZOBRAVENIQMI”, T.E. KA^ESTWO PREDSTAWLENIQ ISHODNOGO IZOB- RAVENIQ PRI POMO]I IZOBRAVENIQ, WOSSTANOWLENNOGO POSLE SVATIQ. k NASTOQ]EMU MOMENTU NET POLNOJ QSNOSTI, KAK MATEMATI^ESKI OPISATX PONQTIE BLIZOSTI OB˙EKTOW S TO^KI ZRENIQ ^ELOWE^ESKOGO GLAZA. s OD- NOJ STORONY, WOPROS OPREDELENIQ KA^ESTWA WOSSTANOWLENNOGO POSLE SVA- TIQ IZOBRAVENIQ MOVNO SWESTI K “KSPERTNOJ OCENKE. nESMOTRQ NA SUB˙- EKTIWNOSTX TAKOGO PODHODA ON, WEROQTNO, BOLEE OB˙EKTIWEN, ^EM POISK KAKOJ-NIBUDX METRIKI, ADEKWATNOJ ^ELOWE^ESKOMU WOSPRIQTI@. s DRUGOJ VE STORONY, MY WSE-TAKI OBQZANY PRIJTI K NEKOTOROJ DOGOWORENNOSTI O PODHODQ]EM MATEMATI^ESKOM OPISANII BLIZOSTI IZOBRAVENIJ. —TO OBU- SLOWLENO SLEDU@]IM OBSTOQTELXSTWOM, SWQZANNYM S KWANTOWANIEM KO“F- FICIENTOW RAZLOVENIQ.

pUSTX ISHODNAQ FUNKCIQ (IZOBRAVENIE) PREDSTAWLENA W WIDE RAZLOVE- NIQ PO NEKOTOROMU BAZISU f(x) = ∑ a_iφ_i(x), (1)

I NEOBHODIMO PERED OTPRAWKOJ KO“FFICIENTOW {ai} NA HRANENIE WYPOL- NITX IH KWANTOWANIE — ZAMENITX IH PRIBLIVENNYMI ZNA^ENIQMI ãi. rA- ZUMEETSQ, U]ERB NANOSIMYJ IZOBRAVENI@ ZAMENOJ ai NA ãi OPREDELQETSQ NE TOLXKO RAZNOSTX@ “TIH WELI^IN, A WKLADOM W IZOBRAVENIE BAZISNOJ FUNKCII φi. —TOMU WKLADU STAWITSQ W SOOTWETSTWIE NEKOTORYJ WESOWOJ KO“FFICIENT ki, POSLE ^EGO OSU]ESTWLQETSQ RAWNOMERNOE KWANTOWANIE WE- LI^IN aiki. nESMOTRQ NA TO, ^TO TAKOJ PODHOD K KWANTOWANI@ IMEET O^EWIDNYE SU]ESTWENNYE NEDOSTATKI, NA KOTORYH MY OSTANOWIMSQ DA- LEE, ON QWLQETSQ OB]EPRINQTYM. dLQ JPEG-SVATIQ SU]ESTWUET NABOR TABLIC WESOW DLQ KO“FFICIENTOW KOSINUS-PREOBRAZOWANIQ fURXE, W KO- TORYH KO“FFICIENTAM PRI NIZKO^ASTOTNYH GARMONIKAH SOOTWETSTWU@T BOLX[IE WESA, A PRI WYSOKO^ASTOTNYH — MENX[IE. w RAZNYH SLU^AQH PRI RAZNYH KO“FFICIENTAH SVATIQ ISPOLXZU@TSQ RAZNYE TABLICY WE- SOW. u]ERBNOSTX TAKOGO PODHODA SLEDUET HOTQ BY IZ TOGO FAKTA, ^TO POGRE[NOSTX WOSSTANOWLENNOGO POSLE SVATIQ IZOBRAVENIQ NE OPREDELQ- ETSQ DLQ GLAZA SUMMOJ POGRE[NOSTEJ PO KAVDOJ KOMPONENTE RAZLOVENIQ.

w ^ASTNOSTI, WOSPRIQTIE DOBAWKI K IZOBRAVENI@ KAKOJ-LIBO GARMONIKI ZAWISIT OT FONA K KOTOROMU ONA DOBAWLQETSQ. oDNAKO S ODNOJ STORONY, O SU]ESTWOWANII KAKOGO LIBO LU^[EGO ALGORITMA NAM NE IZWESTNO, A S DRUGOJ STORONY, DAVE W SLU^AE EGO SU]ESTWOWANIQ, WEROQTNO, PRI[LOSX BY POJTI NA ZNA^ITELXNYE ARIFMETI^ESKIE ZATRATY, ^TO OKAZALOSX BY NEPRIEMLEMYM DLQ PRAKTI^ESKOJ REALIZACII.

mY PRI WYBORE WESOWYH KO“FFICIENTOW BUDEM POLXZOWATXSQ DAVE BO- LEE PROSTYMI SOOBRAVENIQMI, ^EM TE, KOTRYE ISPOLXZU@TSQ PRI SOSTAW- LENII TABLIC W JPEG. mY BUDEM OPIRATXSQ NA L^p -WESA KOMPONENT RAZ- LOVENIQ, GDE SLEDUET WYBRATX ^ISLO p > 0, NAIBOLEE ADEKWATNO OTRAVA- @]EE WOSPRIQTIE ^ELOWEKA. w TERMINAH PREDSTAWLENIQ (1) “TO OZNA^AET, ^TO PRI FIKSIROWANNOM p WESOWYE KO“FFICIENTY ki WYBIRAITSQ IZ USLO- WIQ, ^TO DLQ L@BYH i I j IMEEM ‖φ_i‖_p k_i = ‖φ_j ‖_p k_j , GDE ‖φ‖_p = (∫_∞ −∞ |φ(x)|^p dx )_{1/p} . ~TO KASAETSQ WYBORA PODHODQ]EGO p, TO HOTQ W LITERATURE I NET POLNO- GO SOGLASIQ NA “TOT S^ET, NO RASHOVDENIQ NE PRINCIPIALXNY, POSKOLXKU RAZLI^IE W KA^ESTWE PREDSTAWLENIQ IZOBRAVENIJ PRI WYBORE p W DIAPA- ZONE 1 ≤ p ≤ 2 MALO. tAKIM OBRAZOM, HOTQ OBY^NO NORMA PROSTRANSTWA L^1 S^ITAETSQ NAIBOLEE PODHODQ]EJ PRI OBRABOTKE IZOBRAVENIJ, NO EW- KLIDOWA NORMA TAKVE WPOLNE PRIEMLEMA I ESLI EE ISPOLXZOWANIE WEDET K NEKOTOROMU UPRO]ENI@ W TEORETI^ESKIH WOPROSAH, TO IMEET SMYSL OPI- RATXSQ IMENNO NA EWKLIDOWU NORMU. zAMETIM, ^TO PRI OBRABOTKE ZWUKO- WYH SIGNALOW SAMOJ PODHODQ]EJ OKAZYWAETSQ METRIKA PROSTRANSTWA L^∞ .

pRI WY^ISLENII KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ IZOBRAVENIQ PO BAZISU WSPLESKOW NAIBOLEE TONKIM MOMENTOM QWLQETSQ BORXBA S KRAEWYMI “FFEK- TAMI. nESMOTRQ NA HORO[U@ LOKALIZACI@ BAZISOW WSPLESKOW, PROBLEMA KRAEW WSE-TAKI WOZNIKAET.

sAMYJ PROSTOJ WARIANT U^ETA KRAEW — IH LIKWIDACIQ PRI POMO- ]I PERIODIZACII IZOBRAVENIQ, OSNOWANNOJ NA SKLEJKE PROTIWOPOLOVNYH KRAEW. tAKIM OBRAZOM, PERIODIZIROWANNOE IZOBRAVENIE MOVNO S^ITATX FUNKCIEJ, OPREDELENNOJ NA TORE.

nEDOSTATKOM TAKOGO WARIANTA QWLQ@TSQ SKA^KI W MESTAH SKLEJKI, DLQ PREDSTAWLENIQ KOTORYH TREBUETSQ PRISUTSTWIE W RAZLOVENII PO BAZISU

WYSOKO^ASTOTNOJ KOMPONENTY. —TO WEDET K ISPOLXZOWANI@ ZNA^ITELXNOJ ^ASTI RESURSOW NA BESPOLEZNU@ BORXBU SO SKA^KOM I, SLEDOWATELXNO, K UMENX[ENI@ DOPUSTIMOGO UROWNQ SVATIQ. pOTERI W KO“FFICIENTE SVA- TIQ MOGUT DOSTIGATX PRIMERNO POLUTORA RAZ. tEM NE MENEE, TAKOJ METOD PRIGODEN DLQ WSEH BAZISOW WSPLESKOW, I EMU MOVNO OTDATX PREDPO^TENIE, KOGDA IMEETSQ IZOBRAVENIE NA ODNORODNOM FONE ILI KOGDA IZOBRAVENIE DOSTATO^NO SLOVNOE I IMEET [UMOPODOBNYJ WID. pRI “TOM W PERWOM SLU- ^AE SKLEJKA POLU^AETSQ GLADKOJ, A WO WTOROM SLU^AE RESURSY, ZATRA^EN- NYE NA BORXBU SO SKLEJKOJ, MALY PO SRAWNENI@ S RESURSAMI ZATRA^EN- NYMI NA TO^NOE OTOBRAVENIE SLOVNOGO RELXEFA IZOBRAVENIQ. pRAWDA STOIT OTMETITX, ^TO WO WTOROM SLU^AE KO“FFICIET SVATIQ BUDET MAL I NA SAMOM DELE, MOVNO SFORMULIROWATX O^EWIDNOE PRAWILO: ^EM MENX- [E KO“FFICIENT SVATIQ IZOBRAVENIQ, TEM MENEE SU]ESTWENNA PROBLEMA KRAEW WOOB]E I SKA^KA W MESTE SKLEJKI W ^ASTNOSTI.

wTOROJ SPOSOB BORXBY S KRAQMI SOSTOIT ^ETNOM PRODOLVENII FUNKCII OTNOSITELXNO DWUH PERPENDIKULQRNYH KRAEW I POSLEDU@]EJ PERIODIZA- CII W TO^NOSTI TAK, KAK “TO DELAETSQ W JPEG DLQ KWADRATOW 8 × 8. tA- KOE PRODOLVENIE IZOBRAVENIQ ZA KRAQ WYGODNO OTLI^AETSQ TEM, ^TO ESLI ISHODNOE IZOBRAVENIE BYLO NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ, TO I PRODOLVENNOE TOVE OSTANETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ. k SOVALENI@, ESLI ISHODNAQ FUNKCIQ BYLA GLADKOJ, TO GARANTIROWATX GLADKOSTX W SKLEJKE MOVNO LI[X W TO^KAH GRANICY, GDE SOOTWETSTWU@]AQ ODNOSTORONNQQ ^ASTNAQ PROIZWODNAQ BYLA RAWNA NUL@. wOOB]E PRODOLVENIE FUNKCII MNOGIH PE- REMENNYH ^EREZ GRANICU S SOHRANENIEM GLADKOSTI W TOM ILI INOM SMYS- LE QWLQETSQ TONKIM WOPROSOM I W KAVDOM KONKRETNOM SLU^AE RE[AETSQ INDIWIDUALXNO. dLQ IZOBRAVENIJ, NESMOTRQ NA POQWLENIE UGLA W MESTE SKLEJKI, ^ETNOE NEPRERYWNOE PRODOLVENIE QWLQETSQ WPOLNE PRIEMLEMYM. iZOBRAVENIE STANOWITSQ W 4 RAZA BOLX[E I DLQ PREDSTAWLENIQ EGO RAZ- LOVENIQ PO PROIZWOLXNOMU BAZISU WSPLESKOW TREBUETSQ W 4 RAZA BOLX[E SLAGAEMYH. oDNAKO W SLU^AE BAZISOW WSPLESKOW, SOSTOQ]IH IZ FUNKCIJ, KOTORYE S TO^NOSTX@ DO SDWIGA IH GRAFIKOW PO GORIZONTALXNOJ OSI, QWLQ- @TSQ ^ETNYMI ILI NE^ETNYMI, NI ZATRATY NA WY^ISLENIE KO“FFICIEN- TOW RAZLOVENIQ, NI KOLI^ESTWO SAMIH KO“FFICIENTOW NE UWELI^IWAETSQ. k SOVALENI@, PRI RAZLOVENII PO PROIZWOLXNOMU BAZISU WSPLESKOW TAKAQ PERIODIZACIQ NE RE[AET WSEH PROBLEM. w SAMOM DELE, ESLI MY NE HOTIM UWELI^IWATX KOLI^ESTWO KO“FFICIENTOW, ISPOLXZUEMYH DLQ PREDSTAWLE- NIQ IZOBRAVENIQ, TO DOLVNY HRANITX LI[X KO“FFICIENTY, SOOTWETSTWU- @]IE OSNOWNOJ ^ASTI IZOBRAVENIQ. dLQ IH WY^ISLENIQ MY MOVEM IS-

POLXZOWATX SIMMETRI^NU@ OTNOSITELXNO KRAQ ^ASTX OTOBRAVENIQ. a WOT TO^NO WOSSTANOWITX ISHODNOE IZOBRAVENIE PO ”^ETWERTI” KO“FFICIENTOW MY NE MOVEM. pO“TOMU NUVNO WYRABATYWATX PRINCIPY “KSTRAPOLQCII POSLEDOWATELXNOSTI KO“FFICIENTOW ZA KRAJ DLQ MINIMIZACII ISKAVENIJ W GRANI^NYH TO^KAH. pRI “TOM SIMMETRI^NOE PRODOLVENIE, HOTQ I QW- LQETSQ WOZMOVNYM, NO NE QWLQETSQ NAILU^[IM.

wSE DALXNEJ[IE OCENKI KO“FFICIENTOW SVATIQ OSNOWANY NA PRIME- NENII POSLE RAZLOVENIQ PO BAZISAM WSPLESKOW KOMBINACII KODIROWANIQ DLIN POSLEDOWATELXNOSTEJ NULEJ S POSLEDU@]IM PRIMENENIEM METODA hAFFMANA.

e]E ODNA PROBLEMA, KOTORU@ NUVNO OBSUDITX DO PREDSTAWLENIQ OS- NOWNYH REZULXTATOW, “TO WYBOR GLUBINY PERERABOTKI, T.E. WYBOR ^ISLA OT]EPLENNYH OT ISHODNOGO PROSTRANSTWA V^n WSPLESK-PROSTRANSTW. tA- KIM OBRAZOM, GLUBINA PERERABOTKI “TO ^ISLO d W FORMULE V^n = W^{n−1} ⊕ · · · ⊕ W^{n−d} ⊕ V^{n−d}. s ODNOJ STORONY, KAVDYJ NOWYJ [AG W POSLEDNEJ FORMULE PO ARIFMETI- ^ESKIM ZATRATAM OBHODITSQ W 4 RAZA DE[EWLE, ^EM PREDYDU]IJ. pO“TOMU POSTROENIE POLNOGO RAZLOVENIQ S MAKSIMALXNO WOZMOVNOJ GLUBINOJ NE- NAMNOGO DOROVE, ^EM RAZLOVENIE S GLUBINOJ 1. sLEDOWATELXNO, MOVET POKAZATXSQ, ^TO WSEGDA STOIT STROITX POLNOE RAZLOVENIE.

s DRUGOJ STORONY, PRI GLUBINE PERERABOTKI d PROSTRANSTWU V^{n−d} SO- OTWETSTWUET WSEGO LI[X 1/4^d ^ASTX OT POLNOGO NABORA KO“FFICIENTOW RAZLOVENIQ. pO“TOMU DLQ SVATIQ NET NEOBHODIMOSTI BRATX d SLI[KOM BOLX[IM POSKOLXKU DAVE PRI d = 4 TOLXKO 0.4% OB]EGO KOLI^ESTWA KO- “FFICIENTOW SOOTWETSTWUET PROSTRANSTWU V^{n−5}. pO“TOMU, WWIDU TOGO, ^TO REALXNYE KO“FFICIENTY SVATIQ NE PREWOSHODQT 100, POSLEDU@]AQ PERERABOTKA KO“FFICIENTOW PROEKCII NA PROSTRANSTWO V^{n−d} NE IMEET SMYSLA. bOLEE TOGO, NET OSOBOGO SMYSLA ZABOTITXSQ O KWANTOWANII “TIH KO“FFICIENTOW I POSLEDU@]EM IH KODIROWANII.

tAKIM OBRAZOM, IZ DWUH POSLEDNIH ABZACEW MOVET SLOVITXSQ WPE^AT- LENIE, ^TO PRI d ≥ 4 BEZRAZLI^NO DELATX ILI NET BOLEE GLUBOKU@ PERE- RABOTKU. dLQ WSPLESKOW S SIMMETRI^NYMI GRAFIKAMI “TO DEJSTWITELXNO BEZRAZLI^NO. oDNAKO PRI OTSUTSTWII SIMMETRII, KOGDA STANOWITSQ AKTU- ALXNOJ BORXBA S KRAEWYMI ISKAVENIQMI, GLUBINA PERERABOTKI d = 4 QW- LQETSQ OPTIMALXNOJ, POSKOLXKU, ^EM GLUBVE PERERABOTKA, TEM [IRE NOSI- TELI BAZISNYH FUNKCIJ, I TEM GLUBVE ISKAVENIQ S KRAEW PEREME]A@TSQ WNUTRX IZOBRAVENIQ. kROME TOGO, IZOBRAVENIQ NE WSEGDA IME@T RAZMERY

W PIKSELAH, QWLQ@]IESQ STEPENX@ DWOJKI. a DLQ TOGO ^TOBY PROWESTI RAZLOVENIE PO BAZISU S GLUBINOJ d, NEOBHODIMO, ^TOBY RAZMERY IZOBRA- VENIQ BYLI KRATNY 2^d. tAKIM OBRAZOM, NEOBHODIMO “KSTRAPOLIROWATX IZOBRAVENIE ZA KRAJ. i ESLI d DOSTATO^NO WELIKO, TO “TA “KSTRAPOLQ- CIQ STANOWITSQ NEPRIQTNOJ S TO^KI ZRENIQ RAZNOGO RODA DOPOLNITELXNYH ZATRAT ZADA^EJ. eSLI d = 4, NAM NUVNO “KSTRAPOLIROWATX IZOBRAVENIE SAMOE BOLX[EE NA 15 STOLBCOW I 15 STROK. s DRUGOJ STORONY, UWELI^E- NIE GLUBINY RAZLOVENIQ WEDET K DEREWXQM NULEJ, SOSTOQ]IH IZ BOLX[EGO ^ISLA “LEMENTOW, ^TO WEDET K UWELI^ENI@ KO“FFICIENTA KOMPRESSII. oD- NAKO UWELI^ENIE RAZMERA DEREWA MOVNO DOSTI^X OB˙EDINENIEM ”KORNEJ” “TIH DEREWXEW, PO“TOMU, UPOMQNUTYE WY[E ALGORITMY KODIROWANIQ IS- POLXZU@T RAZLOVENIE NA GLUBINU, NE PREWY[A@]@@ 4.

mY BUDEM ZDESX POLXZOWATXSQ SLEDU@]IMI OBOZNA^ENIQMI. pOSKOLX- KU NAS BUDUT INTERESOWATX BIORTOGONALXNYE PARY BAZISOW WPLESKOW, TO FORMULY DEKOMPOZICII BUDUT ZAPISYWATXSQ W WIDE

c^1_n = ∑ k h̄_{k−2n}c^0_k, d^1_n = ∑ k ḡ_{k−2n}c^0_k, A FORMULA REKONSTRUKCII

c^0_l = ∑ n ( h̃_{l−2n}c^1_n + g̃_{l−2n}d^1_n ) , GDE hn MOVET NE SOWPADATX S^~hn, PRI “TOM SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

g_n = (−1)^{n+1}h̃_{−n+1}, g̃_n = (−1)^{n+1}h_{−n+1}.

w NASTOQ]EE WREMQ OB]EPRIZNANNYM LIDEROM, OBESPE^IWA@]IM DO- STATO^NO WYSOKIJ KO“FFICIENT SVATIQ PRI OTNOSITELXNO NIZKIH WY^IS- LITELXNYH ZATRATAH, QWLQETSQ BIORTOGONALXNYJ BAZIS (MY BUDEM NAZY- WATX EGO CDF9/7, PRIMENENIE KOTOROGO DLQ SVATIQ IZOBRAVENIJ WPERWYE BYLO RASSMOTRENO W [ABMD] (SM. TAKVE [CDF], [D2, STR 279]). kO“FFI- CIENTY SWERTOK ZADA@TSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

h_0 = 0.852699, h_{±1} = 0.377402, h_{±2} = −0.110624,

h_{±3} = −0.023849, h_{±4} = 0.037828,

h̃_0 = 0.788486, h̃_{±1} = 0.418092, h̃_{±2} = −0.040689, h̃_{±3} = −0.064539.

rIS. 1

gRAFIKI FUNKCIJ φ̃ I^~ψ, OPREDELQ@]IE BAZISY, PO KOTORYM PROIZWO- DITSQ RAZLOVENIQ, A TAKVE DWOJSTWENNYE IM FUNKCII φ I ψ PRIWEDENY NA rIS. 1. aLGORITMY SVATIQ, ISPOLXZU@]IE RAZLOVENIE PO DANNOMU BAZISU, OBESPE^IWA@T WYIGRY[ W KO“FFICIENTE SVATIQ (KOTORYJ MOVET BYTX RAZNYM DLQ RAZNYH IZOBRAVENIJ) PO OTNO[ENI@ K STANDARTU JPEG W PREDELAH 1.5 – 2 RAZ.

w NEDAWNEJ RABOTE [WPB] BYL POSTROENA BIORTOGONALXNAQ PARA BA- ZISOW, DA@]AQ DOPOLNITELXNYJ WYIGRY[ W SVATII W PREDELAH 3-10 %. nIVE MY PRIWODIM SOOTWETSTWU@]IE IM POSLEDOWATELXNOSTI hn I^~hn.

h_1 = 0.730018808, h_2 = 0.078814418, h_3 = −0.142800426,

h_4 = 0.018097252, h_5 = 0.036833941, h_6 = −0.0093268515,

h_7 = −0.0065812408, h_8 = 0.001207186, h_9 = 0.000975453,

h_{10} = −0.000071375, h_{11} = −0.00006039;

h̃_1 = 0.648022975, h̃_2 = 0.162005743, h̃_3 = −.097203451, h̃_4 = −.02777241, h̃_5 = 0.021600768, h̃_6 = 0.0029456, h̃_7 = −.002492395;

h_{1−k} = h_k, k = 1, ..., 11; h_{1−m} = h_m, m = 1, ..., 7. gRAFIKI SOOTWETSTWU@-

]IH IM BAZISNYH FUNKCIJ PRIWEDENY NA rIS. 2.

rIS. 2 k SOVALENI@, WY^ISLITELXNYE ZATRATY NA RAZLOVENIE PO TAKIM BA- ZISAM BOLEE ^EM W 3 RAZA PREWY[A@T ZATRATY NA RAZLOVENIE PO BAZISAM

CDF9/7.

zAKL@^ENIE mY RASSMOTRELI LI[X OSNOWNYE NAPRAWLENIQ TEORII WSPLESKOW I TOLX- KO ODNU PRIKLADNU@ ZADA^U — SVATIE IZOBRAVENIJ. sREDI NERASSMOTzakl‘~enie 127

RENNYH, NO WAVNYH PRIKLADNYH ZADA^ OSTALISX OBRABOTKA I SVATIE OD- NOMERNYH (W ^ASTNOSTI, ZWUKOWYH) SIGNALOW, O^ISTKA IZOBRAVENIJ OT [UMA, ^ISLENNYE METODY RE[ENIQ URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH.

sREDI WOPROSOW, IME@]IH ODINAKOWOE ZNA^ENIE, KAK DLQ TEORII, TAK I DLQ PRAKTIKI, MY SOWSEM NE KASALISX TAKIH DWUH NOWYH NAPRAWLE- NIJ, KOTORYE PRIOBRELI STROJNYE O^ERTANIQ K KONCU 1996 GODA, KAK WSPLESK-PREOBRAZOWANIQ, PEREWODQ]IE CELYE ^ISLA W CELYE, I REALIZA- CIQ WSPLESK-PREOBRAZOWANIJ PRI POMO]I lifting scheme (SM., NAPR., [DS]). pERWOE NAPRAWLENIE WAVNO IZ-ZA WOZMOVNOSTI EGO TO^NOJ REALIZACII W USTROJSTWAH S CELOJ ARIFMETIKOJ, KROME TOGO ONO POZWOLQET SOZDANIE AL- GORITMOW SVATIQ SIGNALOW I IZOBRAVENIJ BEZ POTERI INFORMACII, DRU- GOE — POZWOLQET DOSTI^X SERXEZNOJ “KONOMII W WY^ISLITELXNYH ZATRATAH PRI REALIZACII ALGORITMOW RAZLOVENIQ I WOSSTANOWLENIQ.

rAZUMEETSQ PRILAGAEMYJ SPISOK LITERATURY DALEK OT POLNOTY. w NASTOQ]EE WREMQ SU]ESTWUET DWA VURNALA, PRAKTI^ESKI POLNOSTX@ PO- SWQ]ENNYE TEORII WSPLESKOW, A TAKVE NESKOLXKO VURNALOW, POSTOQNNO PUBLIKU@]IH STATXI PO “TOJ TEMATIKE. pRI “TOM DINAMIKA POQWLE- NIQ NOWYH STATEJ TAKOWA, ^TO VURNALXNYE PUBLIKACII LI[X FIKSIRU@T TO ZNANIE, KOTOROE NAU^NOE SOOB]ESTWO POLU^ILO ^EREZ iNTERNET ILI OB]ENIE NA KONFERENCIQH ZA 2 – 3 GODA DO WYHODA VURNALA. pO“TOMU VURNALXNYE PUBLIKACII SEJ^AS DA@T LI[X WOZMOVNOSTX DELATX TO^NYE OB]EDOSTUPNYE SSYLKI, NO, KAK PRAWILO, NE QWLQ@TSQ ISTO^NIKOM IN- FORMACII. dLQ POLU^ENIQ INFORMACII O TEKU]EM SOSTOQNII WSEH NA- PRAWLENIJ ISSLEDOWANIJ PO BAZISAM WSPLESKOW I IH PRILOVENIQM MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ SAJTOM http://www.wavelet.org.

lITERATURA

[ABMD] Antonini M., Barlaud M., Mathieu P., Daubechies, I., Image coding using wavelet transforms, IEEE Trans. on Image Process. V. 1 (1992), No 2.

[B] Battle G., A block spin construction of ondelettes. Part I: Lemarier functions, Comm. Math. Phys. V. 110 (1987). P. 601 – 615.

[BDR] de Boor C., DeVore R.A., Ron A., On the Constuction of Multivariate (Pre)Wavelets, Constr. Approx. V. 9 (1993). P. 123 – 166.

[Ch] Chui Ch. K., An Introduction to wavelets, 1992.

[ChL] Chui Ch. K., Li Chun, Nonorthogonal wavelet packets, SIAM J. Math. Anal V.

24 (1993). No 3. P. 712 – 738.

[ChW] Chui Ch. K., Wang J.-Zh., A general framework of compactly supported splines and wavelets, J. of Approx. Th. V. 71 (1992). No 3. P. 263 – 304.

[ChM] Chui Ch.K., Mhaskar H.N., On trigonometric Wavelets, Constr. Approx. V. 9 (1993). P. 167 – 190.

[C] Cohen A., Ondelettes, analyses multirésolutions et filtres mirror en quadratures, Ann. Inst. H. Poincaré, Anal. non linéaire V. 7 (1990). P. 439 – 459. (1992), SIAM, Philadelphia.

[CD] Cohen A., Daubechies I., Orthonormal bases of compactly supported wavelets.

III. Better frequency resolution., SIAM J. Math. Anal. V. 24 (1993). # 2. P. 520 – 527.

[CDF] Cohen A., Daubechies I., Feauveau J.-C., Biorthogonal bases of compactly supported wavelets, Comm. Pure Appl. Math. V. 45 (1992). # 5. P. 485 – 560.

[CS] Cohen A., Schlenker J.-M., Compactly supported Bidimensional Wavelet Bases with Hexagonal Symmetry, Constr. Approx. V. 9 (1993). # 2–3. P. 209 – 236.

[CM] Coifman R. R., Meyer Y., Wickerhauser V., Wavelet Analysis and Signal Processing Wavelets and their Applications, Wavelets and their Applications, Jones and Barlett, Boston. 1992. P. 153 – 178.

[D1] Daubechies I., Orthonormal basis of compactly supported wavelets, Comm. Pure Appl. Math. 1988. V.41. P. 909 – 996.

[D2] Daubechies I., Ten lectures on wavelets, SIAM, Philadelphia, 1992. [DS] Daubechies I., Sweldens W., Factoring wavelet transforms into lifting steps, J.

Fourier Anal. Appl. V. 4 (1998) # 3 (1998).

[DD] Deslauriers G, Dubuc S. 1987, Interpolation diadique, Fractals, dimensions non entiéres et applications (Cherbit G., ed.), Masson, Paris. 1987. P. 44 – 45.

[HV] Herley C., Vetterli M., Wavelets and recursive filter banks, IEEE Trans. Signal Process. V. 41 (1993). P. 2536 – 2556.

[H] Holschneider M., Wavelets. An Analysis Tool., 1995.

[KS] Kovačevič J., Sweldens W., Wavelet families of increasing order in arbitrary dimensions (December 1997), Preprint. Submitted to IEEE Trans. on Image Processing.

[LLS1] Lee S. L., Lawton W., Shen Z. “Stability and orthonormality of multivariate refinable functions”, SIAM Journal of Mathematical Analysis, V. 28 (1997), # 4, P 999 – 1014.

[LLS2] Lee S. L., Lawton W., Shen Z., An algorithm for matrix extension and wavelet construction, Mathematics of Computation V. 65 (1996). # 214 P. 723 – 737.

literatura 129

[LLS3] Lee S. L., Lawton W., Shen Z., Convergence of multidimensional cascade algorithm,, Numerische Mathematik V. 78 (1998), P. 427 – 438.

[L] Lemarie P.G., Une nouvelle base d’ondelettes de L2(Rn), J. de Math. Pures et Appl. V. 67 (1988). P. 227 – 236.

[Ma] Mallat S., Multiresolution approximation and wavelet orthonormal bases of L2(R), Trans. AMS. V. 315 (1989). P. 69 – 87.

[MF] Mallat S., Falzon F., Understanding Image Transform Code, Proceedings of the SPIE Aerospace Conference, Orlando (1997).

[Ms] Marpe D., Cycon H.L., Very low bit rate video coding using wavelet-based tech-

niques, IEEE Trans. on CSVT (1999).

[M1] Meyer Y., Wavelets and operators, Cambrige University Press, 1992. [M2] Meyer Y., Wavelets and Operators in analysis at Urbana., LMS Lecture Notes (Berkson etc. ed) V. 137 (1989).

[M3] Meyer Yves, Wavelets: Algorithms & Applications, 1993. 133 P. [M4] Meyer, Y., Principe d’incertitude, bases hilbertiennes et algebres d’operateurs, Seminaire Bourbaki. 1985 – 1986. # 662.

[PB] Perrier V. and Basdevant C., Periodical wavelets analysis, a tool for inhomogeneous field investigation., // La Recherche Aerospatiale 1989. # 3. P. 53 – 67. [PS] Plonka G., Strela V., Construction of multi-scaling functions with approximation and symmetry, Preprint. 1995. 35 P.

[SP] Said A., Pearlman W.A., A new fast and efficient image codec based on set partitioning in hierarchical trees, IEEEE Trans. on CSVT, V.6 (1996), #3, P. 243 – 250.

[Sh] Shapiro J.M., Embedded image coding using zertrees of wavelet coefficients, IEEE Trans. on Signal Processing, V.41(1993), #12, 3445 – 3462..

[Sk] Skopina M.A., Multiresolution analysis of periodic function, East J. on Approx.

V.3 (1997), P. 203 – 224.

[Sh] Shen Z., Refinable function vectors, SIAM J. on Math. Anal. V.29 (1998). #1 P. 235 – 250.

[SZ1] Stanhill D., Zeevi, Y.Y., Two-dimensional linear phase orthogonal filter-banks and wavelets (June 1995), Preprint.

[SZ2] Stanhill D., Zeevi Y.Y., Two-dimensional orthogonal wavelets with vanishing moments (June 1995), Preprint.

[SN] Strang G., Nguyen T., Wavelets and Filter Banks. 1996. [SS] Strang G., Strela V., Short wavelets and matrix dilation equations, Preprint.

1995. 16 P.

[S] Strela, V., Multiwavelets: regularity, orthogonality and symmetry via two-scale similarity transform, Preprint. 1995. 15 P.

[SH] Strela V., Heller P.N., Strang G., Topivala P., Heil C., The application of multiwavelet filter banks to image processing, Preprint. 1995. 29 P.

[V] Vetterli M., Filter banks allowing perfect reconstruction., Signal Process. V.10 (1986). P. 219 – 244.

[WPB] Wei D., Pai H.-T., Bovik A.C., Antisymmetric biorthogonal coiflets for image coding, Preprint, 1998..

[XRO] Xiong Z., Ramchandran K., Orchard M.T., Space-frquency quantization for

wavelet image coding, IEEE Trans. on IP, 1997.

[v1] Zheludev, V.A., Periodic splines and wavelets, Mathematical analysis, Wavelets,

and Signal Processing (Cairo, 1994), Contemporary Math. V.190 (1995). P. 339

– 354.

[v2] vELUDEW w.a., oPERACIONNOE IS^ISLENIE, SWQZANNOE S PERIODI^ESKIMI

SPLAJNAMI, dan. t. 313 (1990). P. 1309 – 1315.

[v3] vELUDEW w.a., o WEJWLETAH NA BAZE PERIODI^ESKIH SPLAJNOW, dOKL. ran.

t. 335 (1994). # 1. s. 9 – 13.

[ns] nOWIKOW i.q., sTE^KIN s.b., oSNOWY TEORII WSPLESKOW, uSPEHI MATEM.

NAUK V. 53 (1998) # 6, C. 53 – 128.

[p1] pETUHOW a.p., Periodic wavelets: Construction and Algorthms, Program on

Spline Functions and the Theory of Wavelets. Abstracts. Centre de Recherches

Matematiques. 1996.

[p2] pETUHOW a.p., pERIODI^ESKIE DISKRETNYE WSPLESKI, aLGEBRA I ANALIZ. t.

8 (1996). # 3, s. 151 – 183.

[p3] pETUHOW a.p., kRATNOMAS[TABNYJ ANALIZ I RAZLOVENIE PO WSPLESKAM

PROSTRANSTW PERIODI^ESKIH RASPREDELENIJ, dOKL. ran. t. 356 (1997), # 2, 303 – 306..

[p4] pETUHOW a.p., pERIODI^ESKIE WSPLESKI, mATEM. SB. T.188 (1997), #10, C.

69 – 95.

[p5] pETUHOW a.p., o PRIBLIVENII PERIODI^ESKIH RASPREDELENIJ W METRIKE

hAUSDORFA, dOKL. ran, t. 336 (1994), # 1, s. 25 – 28.

[sw] sTEJN i., wEJS g., wWEDENIE W GARMONI^ESKIJ ANALIZ NA EWKLIDOWYH PROSTRANSTWAH, m.: mIR, 1974 336 C.

[t] tRIBELX, h, tEORIQ FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTW, m.: mIR. 1986. 448 s. [—] —DWARDS r., rQDY fURXE W SOWREMENNOM IZLOVENII, m.: mIR, 1985.

sodervanie 131

sodervanie

wWEDENIE 3 1. pRINCIPY WYBORA BAZISOW 5 2. ~TO TAKOE WSPLESK? 12 3. kRATNOMAS[TABNYJ ANALIZ 15 4. wYBOR MAS[TABIRU@]EJ FUNKCII 19 5. pROSTRANSTWA WSPLESKOW I IH BAZISY 22 6. pRQMAQ FORMA ALGORITMA RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM 26 7. sWQZX ALGORITMOW RAZLOVENIQ PO WSPLESKAM S TRA- DICIONNYMI METODAMI CIFROWOJ OBRABOTKI 31 8. pAKETY WSPLESKOW 35 9. pERIODI^ESKIE WSPLESKI 41 10. pERIODI^ESKIE DISKRETNYE WSPLESKI 51 11. sPEKTRALXNYJ ASPEKT RAZLOVENIJ PO WSPLESKAM 61 12. aLGORITM, OSNOWANNYJ NA dISKRETNOM pREOBRAZO- WANII fURXE 64 13. mNOGOMERNYE ALGORITMY 70 14. wSPLESKI mEJERA I bATTLA — lEMARXE 74 15. oRTOGONALXNYE WSPLESKI dOBE[I 79 16. bAZISY WSPLESKOW S NEOGRANI^ENNYMI NOSITELQMI, DOPUSKA@]IE “FFEKTIWNYE ^ISLENNYE ALGORITMY 88 17. mIF O LINEJNOJ FAZE 97 18. dpf KAK INSTRUMENT DLQ WSPLESK-RAZLOVENIJ ILI NAOBOROT? 99 19. mULXTIWSPLESKI 103 20. nEORTOGONALXNYE BAZISY WSPLESKOW S KOMPAKTNYM NOSITELEM 107 21. nEORTOGONALXNYE PROSTRANSTWA WSPLESKOW 111 22. wSPLESKI I SVATIE IZOBRAVENIJ 117 zAKL@^ENIE 126 lITERATURA 128 sODERVANIE 131